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Las setenta lecciones de que consta este volumen,  
constituyen el primer curso de MATEMÁTICAS ELEMENTALES, 
comprendiendo la Aritmética y el Algebra basta las ecua-
ciones de segundo grado inclusive, con arreglo á lo dis-
puesto en el Plan de segunda enseñanza vigente. Está divi-
dido en tres partes, y esta división, así como la (le las Ma-
temáticas, se razona en la lección que las précede.  
La parte primera—Aspecto particular de la Aritmé-
tica—contiene una lección preliminar y cuatro libros. En la  
lección preliminar, se din los conocimientos indispensables  
para comprender la división razonada en cuatro libros, y  
las nociones de cálculo necesarias para la más fácil com-
prensión de los mismos. El libro primero, trata de la nume-
ración; está dividido en dos capítulos, conteniendo el pri-
mero los sistemas de numeración, y el segundo los siste-
mas de mensuración: para la perfecta inteligencia de - estos  
sistemas, nos ocupamos en el lugar oportuno, de ciar una  
lijera idea de sus bases y de las nociones indispensables  
de Geometría y Física. El libro segundo, trata de los nú-
meros enteros; está dividido en dos capítulos, conteniendo  
el primero las operaciones fundamentales con los números  
enteros, y el segundo las propiedades elementales de los  
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mismos. El libro tercero, trata de los números fracciona-
rios; está dividido en dos capítulos, conteniendo el primero 
las operaciones fundamentales de los números fraccionarios, 
y el segundo las propiedades elementales de los mismos. 
El libro cuarto, trata de los números incomensurables; está 
dividido en dos capítulos, conteniendo el primero las po-
tencias y raices de los números enteros y fraccionarios, y 
el segundo el cálculo de los números aproximados. - 
La parte segunda— Aspecto general de la Aritmética 
—contiene una lección preliminar y cinco libros. En la lec-
ción preliminar se dán los conocimientos indispensables 
para comprender su división razonada en cinco libros. El 
libro primero, trata de las cantidades literales de forma en-
tera; está dividido en dos capítulos, conteniendo el primero 
las operaciones fundamentales con las cantidades literales 
de forma entera, y el segundo las propiedades elementales 
de las mismas. El libro segundo, trata de las operaciones 
literales de forma fraccionaria; está dividido en dos capí-
tulos, conteniendo el primero las operaciones fundamenta-
les con las cantidades literales de forma fraccionaria, y el 
segundo de las propiedades elementales de las mismas. El 
libro tercero, trata de las expresiones literales de forma 
irracional; está dividido en dos capítulos, conteniendo el 
primero las potencias y raices de las cantidades literales de 
forma entera y fraccionaria, y el segundo las cantidades ra-
dicales. El libro cuarto, trata de los logaritmos; está divi-
dido en dos capítulos, conteniendo el primero las propieda-
des elementales de los logaritmos, y el segundo las aplica-
ciones de los mismos. El libro quinto, trata de la teoría del 
orden; está dividido en dos capítulos, conteniendo el pri-
mero la combinatoria, y el segundo sus aplicaciones. 
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La parte tercera— Álgebra—contiene una lección pre-
liminar y un libro. En la lección preliminar se dán los co-
nocimientos indispensables para comprender la división ra-
zonada en cuatro libros, y se exponen las razones por las 
que solo nos ocupamos del primero. El libro primero trata 
de las ecuaciones de primero y segundo grado; está dividido 
en dos capítulos, conteniendo el primero las ecuaciones de 
primer grado, y el segundo las de segundo grado. 
Expuesto concisamente el plan de este primer curso de 
MATEMÁTICAS ELEMENTALES al que seguirá inmediatamente 
el segundo, réstanos manifestar, que nuestro objeto ha sido 
armonizar el plan científico con el didáctico; procurando de 
este modo, hacer más fácil y agradable tanto el estudio 
como la enseñanza de las MATEMÁTICAS ELEMENTALES. Si 
siquiera hemos dado un paso para que esto se consiga, 
quedarán completamente satisfechas nuestras aspiraciones. 
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EECCIDNES DE ti'ATE1 ÁTICAS EEEti'ENTAEES, 
LECCIÓN 1.` 
Introducción al estudio de las matem£atioas. 
1. MATEMÁTICA. —Es la ciencia que tiene por objeto el 
estudio de la cantidad en general.)  
Para comprender esta definición, por tantos aceptada 
é impugnada por muchos, es preciso fijar el concepto de la 
cantidad como objeto de la matemática; para ello tengamos 
en cuenta, que toda ciencia se ocupa de conocer algo, y 
que lo que nosotros podemos conocer son las cosas y sus 
propiedades, entendiendo por cosa todo lo que puede ser 
sujeto ú objeto de un conocimiento humanó: ahora bien, las 
cosas en sí mismas -no son el objeto de la matemática, pues 
otras ciencias se ocupan de ellas; por tanto la matemática 
tiene que ocuparse de las propiedades de las cosas; pero 
estas pueden conocerse en sí mismas ó bien en la manera 
que tienen de presentársenos; el conocimiento de las propie-
dades 'de las cosas en sí mismas no es tampoco el objeto 
de la matemática, pues también hay otras ciencias que se 
ocupan de él: luego si la matemática ha de ser, como todos 
reconocen, verdadera ciencia, tiene que ocuparse del modo 
de presentársenos las propiedades de las cosas, es decir, de 
la forma en general. 
-2- 
2. I CANTIDAD.—ES la manera que tienen de presentár-
senos las propiedades de las cosas, ó la forma en general. 
Mas para ver con claridad que la cantidad y sólo la 
cantidad constituye el objeto de la matemática, es preciso 
tener en, cuenta los diferentes aspectos bajo los cuales tene-
mos que estudiar la cantidad; pues solo estudiando la can-
tidad en todos sus aspectos, es como cumpliremos con el 
objeto de la matemática, que hemos señalado en su defini-
ción. Pero en la cantidad, como en todo lo que tengamos 
necesidad de conocer, 'debemos estudiar los aspectos si-
guientes: I.° esencial y formal; 2.° particular ygeneral; 3.° 
teórico y práctico; 4.° elemental y superior; y 5.° abstracto 
y concreto. Pues sin esto adquiriríamos un conocimiento 
imperfecto de lo que nos propongamos estudiar; una vez 
que dejaríamos algo de lo que le es peculiar y propio, ó 
bien de las relaciones que le ligan con los demás. Sentado 
esto, pasemos á considerar á la cantidad bajo los aspectos 
mencionados, para de esta consideración deducir la división 
racional de la matemática. 
3. ASPECTO ESENCIAL DE LA CANTIDAD. —Es la prop ie-
dad de poder aumentar y disminuir. ASPECTO FORMAL DE 
LA CANTIDAD. Es la propiedad de verificar este aumento 
ó disminución según leyes determinadas) Por esto algunos 
autores dan como definición de la cantidad lo que no es 
más que uno de sus aspectos; aspecto que se llama magnz= 
End de la cantidad. 
4. 'ASPECTO PARTICULAR DE" LA CANTIDAD. —Es la pro-
piedad que comprende lodo lo relativo á los hechos de la 
misma. ASPECTO GENERAL DE LA CANTIDAD. Es la propie- 
dad que comprende lodo lo relativo á las leyes de estos 
hechos. 
5. 1 ASPECTO TEÓRICO DE LA CANTIDAD.
—Es la propie- 
-3 — 
dad que comprende todo lo relativo d su naturaleza, es de- 
cir, lo que es; y se funda en la especulación intelectual. AS- 
PECTO PRÁCTICO DE LA CANTIDAD. ES la propiedad que 
comprende todo lo relativo á su determinación, es decir, lo 
que es necesario hacer; y se funda en la acción.; 
6. ASPECTO ELEMENTAL DE LA CANTIDAD. —Es la pro- 
piedad que comprende cada una de las partes que la cons- 
tituye. ASPECTO SUPERIOR DE LA CANTIDAD.—Es la propie- 
dad que comprende la combinación de las partes que la 
constituyen. 
7. 4 ASPECTO ABSTRACTO DE LA CANTIDAD.—ES la pro- 
piedad que comprende todo lo relativo á la misma indepen-
diente de las relaciones que la ligan á los objetos de las 
demás ciencias. ASPECTO CONCRETO DE LA CANTIDAD. Es 
la propiedad que comprende todas las relaciones que tiene 
con las demás ciencias. 
8. La división de la matemática ha de fundarse, según 
lo expuesto, en los aspectos esencial y formal; y atendiendo 
á ellos se divide en tres ramas que SOn&ARITMÉTICA, GEO-
METRÍA y ANÁLISIS) ramas que consideradas en los demás 
aspectos tienen gran extensión; lo que ha hecho que á esta 
ciencia se la denomine en plural. 
Con el fin de comprender esta división tengamos en 
cuenta que el aumento y disminución, hemos dicho, es la 
esencia de la cantidad, y qu e  este aumento y disminución 
ha de verificarse necesariamente en el tiempo y en el 
espacio. 
El tiempo y el espacio como ideas primarias no se 
pueden definir sino describir: (TIEMPO, como dice Laplace, 
es la impresión que dejan en nosotros la sucesión de las 
cosas;+ de aquí se deduce que toda determinación en el 
tiempo nos dará la idea de  la sucesión de los instantes, que 
• 	 —4— 
llamamos NÚMERO, constituyendo el objeto de la primera 
rama de las matemáticas, que hemos llamado ARITMÉTICA. 
f ESPACIO es todo lo que ocupa cuanto existe y lo concebi-
mos como continuo é infinito; de donde toda determinación 
en el Espacio nos dará la idea de la conjunción de los pun-
tos que denominamos EXTENSIÓN, constituyendo el objeto 
de la segunda rama de las matemáticas,- que hemos llamado 
GEOMETRÍA. Ahora bien, estos números y extensiones están 
sujetos á leyes generales comprendidas en el aspecto for-
mal, constituyendo la tercera rama de las matemáticas, que 
hemos llamado ANÁLISIS. 
9. Hemos dicho que el Espacio es infinito; y co nic 
quiera que se suelen emplear indistintamente las palabra s 
indefinido, ilimitado é infinito, vamos á aclarar estos con 
ceptos: 
INDEFINIDO es lo que no tiene límite en un sentido 
Como el tiempo que transcurra desde hoy en adelante. , 
1 ILIMITADO es lo que . no Llene límite en dos sentidos 
Como el tiempo que ha transcurrido y cl que transcurrirá. 
r INFINITO es lo que no tiene límite en ningún sentido 
Como el Espacio que, á partir desde cualquier punto de él 
en ningún sentido tiene límite. 
10. La Aritmética y Geometría tenemos que estudiar 
las bajo su aspecto particular y bajo su aspecto general. ^ ^E 
aspecto particular de la Aritmética estudia los hechos de 
los números; el general las leyes de estos hechos. El aspecto 
particular de la Geometría estudia los hechos de la exten 
Sión; el general las leyes de estos hechos! 
El Análisis, como no estudia hechos sinó leyes gene 
rales, no tiene aspecto particular;'y esto ha dado lugar á 
confundir el aspecto general de la Aritmética y Geometría 
con el Análisis; confusión que por fortuna va desapareciendo . 
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11. ' Todo lo que se refiere á la naturaleza de la canti-
dad, en sus distintas ramas, se expresa por proposiciones 
especulativas que llamamos teóremas. Todo lo que se refie-
re á la determinación de la cantidad, en sus distintas ramas, 
se expresa por proposiciones prácticas que llamamos pro-
blemas. Al conjunto de los teóremas de cualquier rama de 
las matemáticas se llama teoría. Al conjunto de problemas 
de cualquier rama de las matemáticas se llama práctica., 
12. ( Cada una de las ramas de las matemáticas tiene su 
parte elemental y su parte superiora según que estudie sólo 
los elementos que la constituyen 6 bien su combinación. 
Así tenemos la Aritmética elemental y superior; á la prime-
ra se la llama Aritmética propiamente dicha, á la segunda 
Teoría de los números: Geometría elemental y superior; á 
la primera se la llama Geometría de Euclides, á la segunda 
Geometría superior: Análisis elemental y superior; al pri-
mero se le llama Algebra, al segundo cálculo infinitesimal. 
13. Las tres ramas de las matemáticas Aritmética, 
Geometría y Análisis que estudian la cantidad indepen-
dientemente de las relaciones que tiene con los demás ob-
jetos de otras ciencias, se llaman MATEMÁTICAS PURAS, 
Aquellas que como la Mecánica, la Astronomía, etc., estu-
dian las relaciones que la cantidad tiene con los objetos de 
las demás ciencias, se llaman MATEMÁTICAS MIXTAS! 
14. I Las Matemáticas puras elementales, según lo ex-
puesto, se dividen en Aritmética propiamente dicha, Geo-
metría de Euclides y Álgebra., 
15. ¿ Aún cuando las Matemáticas puras en su teoría 
son completamente abstractas, en su práctica no pueden 
prescindir de las aplicaciones concretas á la vida real; pero 
sin que esto, bien entendido, pueda decirse que constituye 
un cuerpo de doctrina ni una ingerencia en el terreno de 
—o- 
las Matemáticas mixtas. La separación que hacen algunos 
autores de las partes teórica y práctica en cada una de las 
ramas de las Matemáticas, hace que los que se dedican á 
estos estudios encuentrén árida una ciencia que, lejos de 
serlo, es por el contrario la que más atractivos ofrece á la 
imaginación y la que más satisface la inteligencia. Por esto, 
entendemos que inmediatamente después de la teoría, en 
todas 'y cada una de las ramas de las Matemáticas, debe ir 
la práctica; en que el principiante vea el útil provecho que 
puede sacar del estudio de las Matemáticas, que por su 
importancia han merecido el nombre de ciencias por exce-
lencia, y el de ciencias exactas por la precisión y el rigor 
de sus demostraciones. 
16. , Las proposiciones matemáticas tienen las denomi-
naciones especiales siguientes:f 
á Axioma, Postulado, Teorema, Corolario, Lema, Es-
colio, Problema y Regla., 
17. 1 AXIOMA, es una verdad universal, de carácter es-
peculativo, evidente por sí misma, es decir, que nadie pue-
de dudar de ella una vez enunciada. 
18. 'Los principales axiomas matemáticos y de los que 
hemos de hacer uso frecuente en nuestra obra son los si-
. guientes: 
Lo que se hace con las partes se hace con él todo. El 
todo es mayor que layarte. La parte es menor que el todo. 
Una cosa es igual á ella misma. Dos cosas son iguales 
cuando superpuestas coinciden. Dos cosas iguales á una ter-
cera son iguales entre sí. Si con cantidades iguales se hacen 
operaciones iguales los resultados son igualen. 
19. ' POSTULADO, es una verdad particular, de carácter 
práctico, evidente por sí misma: t es decir, que no tiene la 
universalidad del axioma, pero que es tan evidente como. 
_7_ . 
él tan pronto como conozcamos los términos de su enun-
ciado: así tenernos el célebre postulado de Euclides que se 
enuncia:) iota perpendicular y una oblicua á una recta se 
encuentran,' verdad evidente para el que conozca lo que 
es perpendicular y oblícua. 
20. ,TEOREMA, es un enunciado especulativo en que se 
propone una verdad demostrable.  • Consta de tres partes: 
hipótesis, tésis y demostración: hipótesis es lo que se nos da 
conocido; tésis lo que vamos á demostrar; y demostración 
los razonamientos que hacemos para evidenciar la verdad. 
21. ' COROLARIO, es un teorema que se deduce de otro.+ 
22. , LEMA, es un teorema auxiliar! 
23. ESCOLIO, es una proposición en que se explica ó 
advierte alguna cosa, 
24. 'PROBLEMA, es :in enunciado práctico en que se pro-
pone encontrar una ó nids cosas desconocidas llamadas in-
cóg nitas mediante las relaciones que tenga con otras conoci-
das llamadas datost i Consta de tres partes; propuesta, reso-
lución y demostración:: propuesta es la parte que relaciona 
los datos con las incognitas; resolución es la que se ocupa 
de encontrar el valor de las incognitas ; y demostración 
son los .razonamientos que hacemos para probar que los 
valores encontrados para las incognitas son los verdaderos. 
Estas tres partes corresponden á las tres del teorema, por 
eso todo problema resuelto se puede trasformar en teore-
ma, haciendo de la resolución la hipótesis, de la propuesta 
la tésis, y dejando la misma demostración. 1 
25. REGLA, es una proposición, de cardeter práctico, en 
que se expresa  el procedimiento que hemos de seçuir para 
hacer alguna cosa. i 
PARTE PRIMERA. 
Aspecto particular de la Aritmética, 
LECCIÓN 2.` 
Nociones preliminares. 
26. ! ARITMÉTICA, es la parte de las matemáticas que 
tiene por objeto el estudio del número.] 
27. i NÚMERO, es el resultado de contar y medir.  k 
28. ; UNIDAD, es el término de comparación de la canti-
dad que se cuenta ó se mide., 
1Se divide en unidad de contar y unidad de medir.i 
Aclararemos estas definiciones de número y unidad, 
teniendo en cuenta que al considerar al número como la 
determinación de la sucesión de los instantes, vimos que 
estos instantes, por su naturaleza, estaban separados y 
eran indivisibles: por tanto para determinarlos tendremos 
que ir agregando un instante á otro, á estos otros y así su-
cesivamente. Al instante, que aunque separado de otro y 
pudiendo no ser igual á él, nos sirve de punto de partida 
en la sucesión para determinar los diferentes instantes que 
nos propongamos, se llama unidad; á los diferentes ins-
tantes que queremos determinar, pluralidad; y á la totali-
dad de instantes número. Pero estos conceptos de unidad, 
pluralidad y totalidad dados por la determinación del au-
mento y disminución en el tiempo, se nos presentan tam-
bién con la misma claridad por la determinación del au-
mento y disminución en el espacio; pues si bien es cierto 
que hemos dicho que toda determinación en el espacio in-
finito y continuo es una conjunción de puntos que se deno-
mina extensión, esta unión íntima de los elementos que 
• 
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constituyen la extensión hace que para determinar su au-
mento ó disminución sigamos análogo procedimiento que en 
el tiempo, considerando como unidad, no un punto, puesto 
que no existe entre los puntos la separación que entre los 
instantes, sino una conjunción de puntos cualesquiera, es 
decir una extensión arbitraria que sirve de término de 
comparación para determinar á otra extensión de . su 
misma naturaleza, que puede contenerla varias veces, lo 
que nos dará la idea tambien de pluralidad y la totali-
dad de veces será el número. De aquí se deduce que 
hay dos clases de unidades; una que nos sirve para de-
terminar la totalidad de los instantes en el tiempo, y 
otra que nos sirve para determinar la totalidad de veces 
que una extension arbitraria está contenida en otra de 
su misma naturaleza en el espacio. La primera se llama 
unidad de contar, la segunda unidad de medir. 
'29. i CONTAR, es determinar una totalidad de cosas 
que están completamente separadas. 
La unidad de contar, por tanto, no es arbitraria 
sino que tiene que ser una cosa de las que queremos 
contar: por ejemplo, cuando querernos contar los objetos 
de una habitación, la unidad no es arbitraria, sinó que 
necesariamente tiene que ser un objeto. 
30. MEDIR, es determinar la totalidad de veces que 
una cosa está contenida en otra de su misma naturaleza., 
La unidad de medir és arbitraria, con tal que sea 
de la misma naturaleza que lo que nos propongamos 
medir: por ejemplo: si deseamos medir una pieza de tela 
podemos tornar por unidad una longitud cualquiera, y 
por eso en cada nación se ent?lea una unidad diferente 
y aun en una misma nación; pues en la nuestra unos em-
plearían cl metro, otros la vara y otros la cana. 
31. NUMERAR, es expresar el resultado de contar y medir. e 
32. t Las diferencias que existen entre las unidades de 
contar y medir, segun lo expuesto, son las siguientes: I. a 
La unidad de contar es indivisible, la de medir nó. 2.a La 
unidad de contar no es arbitraria, la de medir sí. 3.a Cuando 
contamos una unidad puede no ser igual á otra unidad, 
cuando medirnos no. 
33. Los números que resultan de la operación de 
contar constan necesariamente de una totalidad de uni-
dades indivisibles, no habiendo por consecuencia número 
menor que la unidad: los que resultan de la operación de 
medir, como la unidad es arbitraria y divisible, puede su-
ceder que la unidad esté contenida exactamente varias 
veces en la cantidad que se proponga medir; entonces el 
número que resulte será una totalidad de unidades como 
el que proviene de la operación de contar: puede suceder 
que la unidad no esté contenida exactamente varias ve-
ces en la cantidad y lo esté una de las partes iguales 
en que la consideremos dividida; entonces el número será 
una totalidad de partes iguales de la unidad: puede, por 
último, suceder que ni la unidad, ni ninguna de las partes 
iguales en que se considere dividida, esté contenida en la 
cantidad; entonces el número no será ni una totalidad de 
unidades, ni una totalidad de partes iguales de la unidad. 
Hay pues tres clases de números que se llaman enteros, 
fraccionarios é incomensurables. 
34. NÚMERO ENTERO, es una sola cosa ó la totalidad 
de varias cosas iguales ó semejantes. Una vez que lo mismo 
puede ser resultado de la operación de contar que de la 
de medir! 
55. I NÚMERO FRACCIONARIO, es 1111a totalidad de partes 
i -uales de la unidad., 
-I I- 
36. , NÚMERO INCOMENSURABLE, es el que no es entero 
ni fraccionario. 
A los números enteros y fraccionarios que se pueden 
numerar se les llama comensurables, por oposición á los 
incomensurables que no' se les puede numerar. 
Como ya hemos dicho que entendemos no se debe 
separar la parte teórica de la práctica, debiendo hacer en 
ésta aplicaciones á los usos de la vida real, no clasificamos 
los números en abstractos y concretos, como hacen la 
mayor parte de los autores, porque esta clasificación, que 
no implica otra cosa que la mayor ó menor generalidad 
con que se expresa la naturaleza de la unidad, no puede 
servir para hacer una división sencilla y clara de la 
Aritmética. 
Se podría creer, por lo que llevamos dicho, que la 
Aritmética penetraba en el objeto de la Geometría al 
ocuparse de la medida de las extensiones; mas debemos de 
tener en cuenta, que en el tiempo po hay más atributo 
apreciable que la magnitud, mientras que en el espacio hay 
además de la magnitud la posición y la figura : en el 
tiempo se cuenta, y su magnitud es un número; en el es-
pacio se mide, y su magnitud es una medida, que des-
pués de efectuada acostumbramos á llamar número, por-
que se pueden contar las unidades que la constituyen; y 
sólo entonces se ocupa de ella la Aritmética, es decir, que 
el estudio íntegro de la extensión corresponde á la Geo-
metría: por tanto no puede haber confusión alguna, pues 
el efectuar las mediciones es sólo del dominio de la Geo-
metría. 
37. sPuesto que el objeto de la Aritmética es el nú-
mero, y éste se divide en entero, fraccionario é incomen-
surable, ca aspecto particular de la Aritmética se dividira 
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en tres partes: La  La se ocupará de los números enteros; 
la 2. a de tos números fraccionarios; la 3. a de los números 
incomensurables. Mas como para tratar del estudio de 
estos números es necesario conocer el medio de expre-
sarlos, de aqui la necesidad de que á estas partes preceda 
la numeración: por tanto el cuadro sintético de la división 
del aspecto particular es el siguiente: t 
ASPECTO PARTICULAR DE LA ARITMÉTICA. 
Númeración. 
Números enteros. 
Números fraccionarios. Aplicaciones. 
Números incomensurables. 
  
38. Antes de entrar en la numeración vamos á ex-
poner unas ligeras nociones de cálculo, pues su inteligencia 
no puede. ofrecer duda á los que. tengan los conocimientos 
de La enseñanza que se llaman vulgarmente cuentas: y 
su conocimiento nos ha de facilitar la compresión de las 
distintas partes del aspecto particular de la Aritmética. 
39. J C.ALCULAR, es construir y sustituir números.E 
40. OPERACIONES, son las distintas construcciones de los 
números. Se dividen en fundamentales y derivadas; de 
composición y descomposición. t 
OPERACIONES FUNDAMENTALES, Sol_. las que tienen 
procedimientos propios.i 
I OPERACIONES DERIVADAS, son aquellas cuyos procedi- 
mientos se deducen de las fundamentales. 
;OPERACIONES DE COMPOSICIÓN, SOra las que tara 
construir los números siguen un procedimiento progre-
sivo, es decir, agregando unidades.. 
OPERACIONES DE DESCOMPOSICIÓN, son las que para 
construir los números siguen un procedimiento regresivo, es 
decir, disgregando unidades.  1 
41. , SusTrrUIR, es poner en lugar de una cosa otra 
Igual d ella. Las cantidades que pueden sustituirse total ó 
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parcialmente, se llaman homogéneas. Y las que no pueden 
sustituirse total ni parcialmente heterogéneas. Las susti-
tuciones se hacen mediante las igualdades., 
42. I IGUALDAD, es la expresión de dos cantidades que 
se pueden reemplazar mutuamente, separadas por el sig-
no — que se lee igual. Toda igualdad consta de dos miem 
bros que se llaman • I.° y 2. ° : pr:m2r miembro de una 
igualdad, es todo lo que e -;tá a3 e; dsl signo igual; y se-
gundo, todo lo que está después{ Ejemplo: 4=3  + I, que 
se lee cuatro igual á tres más uno, y e I que el primer 
miembro es 4 y el segundo tres más uno. 
IDENTIDAD, es la igualdad evidente. Ejemplo: 3=3, 
que se lee tres igual tres. 
43. DESIGUALDAD, es la expresión de dos cantidades, 
que no se pueden reemplazar mutuamente, separadas por 
uno de estos signos > que se leen, el z.° mayor que y 
el 2.° menor que. Consta, como la igualdad, de dos miem-
bros que se llaman I.° y 2. 0 : primer miembro es todo lo 
que está antes del signo mayor que ó del menor que; y 
segundo todo lo que está después.) Ejemplos 5  >2,  7 < 9, 
que se leen 5 mayor que 2 y 7 menor que 9. 
44. t LIMITACIÓN, es la expresión de tres cantidades, que 
no pueden reemplazarse mutuamente, de manera que una 
de ellas esté comprendida entre dos signos mayor que ó me-
nor que y las otras dos, la una . delante del primer signo y 
la otra detrás del segundo.) Es decir, que la cantidad com-
prendida entre los dos signos mayor que ó menor que, tie-
ne su valor comprendido entre el de las otras dos, estando 
por consiguiente limitado por el de éstas. Ejemplos 4> 3 
> 2, 7 <9 <II que se leen cuatro mayor que tres, mayor 
que dos, y siete menor que nueve, menor que once; donde 
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se ve que el valor de tres está comprendido entre el de 
cuatro y dos, y el de nueve entre el de siete y once. 
45. !Las operaciones fundamentales son cuatro; dos de 
composición, adición y multiplicación, y dos de descompo-
sición, sustracción y división 
Las operaciones derivadas son tres; una de composi- 
ción, elevación á potencias, y dos de descomposición extrac-
ción de raíces y logaritmización. I 
Las operaciones de composición,—adición, multiplica-
ción y elevación á potencias,—se llaman directas: las de 
descomposición,—sustracción, división, extracción de raices 
y logaritmización,--se llaman inversas. 
46. , ADICIÓN, es la operación que tiene por objeto, 
dados dos números hallar un tercero que contenga las 
unidades de los dos. t 
SUMA, es el resultado de la operación. 
SUMANDOS, son los datos de la operación.' 
k  los sumandos se les llama términos de la suma. 
Para indicar esta operación se emplea el signo ± que' 
se lee más y se escribe entre los sumandos.; Ejem-
plo: 5 ±.4, que se lee cinco más cuatro. 
La suma de dos números, se ejecuta agregando al 
primero las unidades del segundo: los sumandos, para que 
la suma se pueda ejecutar, han de ser homogéneos; y la 
suma es tambien homogénea con los sumandos. 
TEOREMA. El orden de sumandos no altera la suma. j 
Asi 5 + 4 = 4+5;  porque si escribimos una fila de 
cinco unidades y agregamos otra de cuatro unidades, en 
esta forma: 
1+1+1+1+1+1+1+1+1 
tendremos que el mismo número de unidades habrá con- 
tando de izquierda á derecha que de derecha á izquierda; 
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pero contando de izquierda á derecha sumamos cinco 
con cuatro, y contando de derecha á izquierda sumamos 
cuatro con cinco, luego 5 + 4 = 4 ± 5. 
 
/Esc°Lio. Una suma puede pasar á ser sumando de 
otra; entonces ésta tendrá, si la primera se deja indicada, 
tres sumandos; y por tanto puede haber sumas de varios 
sumandos que no son más que combinación de sumas.' 
47. I MULTIPLICACIÓN, es la operación que Tiene por 
objeto, dados dos números, hallar otro que esté formado con 
uno de ellos como el otro estd formado con la unidad. 
PRODUCTO, es el resultado de la operaciónt 
+ MULTIPLICANDO, es el número con quien se forma el 
producto. 
MULTIPLICADOR, es el número que determina la for-
mación del producto.1 
Al multiplicando y al multiplicador se les llama facto-
res del producto. 
Para indicar esta operación se emplea el signo X 6 . 
que se leen multiplicado por y se escriben entre los facto-
res.! Ejemplo 5 x 4, ó 5 • 4, que se lee cinco multiplicado 
por cuatro. 
El producto de dos números se ejecuta tomando por 
sumando al multiplicando tantas veces como unidades tiene 
el multiplicador: los factores son heterogéneos, y el pro-
ducto es homogéneo con el multiplicando. 1 
1E1 producto de un número por dos se llama duplo, 
el producto por tres triplo, el producto por cuatro cuádru-
plo, y en general al producto de un número por un número 
entero cualquiera se llama múltiplo. El menor múltiplo de 
un número, será el producto de este número por uno, es 
decir, el mismo número.' 
TEOREMA. El orden de factores no altera el pro- 
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ducto., Así 5 X 4= 4 X 5; porque si escribimos una fila de  
cinco unidades y la repetimos cuatro veces; en esta forma:  
1 -}- 1 ± 1 ± 1-I- 1  
1±1±1±1±1  
1+1+1±1-I-1  
1± 1± 1 4- 1± 1  
tendremos que el mismo número de unidades habrá con-
tando por filas, que por columnas; pero contando por filas  
tendrémos el producto (le cinco por cuatro y contando  
por columnas el producto de  • cuatro por cinco; luego  
5X 4=4 X5. •  
,ESCOLIO. Un producto puede pasar á ser factor de  
otro; entonces éste tendrá, si el primero se deja indicado,  
tres factores; y por tanto puede haber producto que tenga 
 
varios factores, que no será más que una combinación de 
 
productos.  
48. ELEVACIÓN A POTENCIAS, es la operación que tiene  
por objeto, dados dos números, hallar un tercero que con-
tenga al primero tantas veces por factor como unidades  
tiene el segundo. 
 
POTENCIA, es el resultado de la 
 -operación. 
 
1 DIGNANDO, es el número que se toma varias veces por  
factor! 
EXPONENTE, es el número que indica las veces que  al 
dignando hay que tomarle por factor.t 
 
El dignando y el exponente se llaman términos de la  
potencia. 
 
Para indicar esta operación se escribe el dignando y á•  
la derecha y encima el exponente Ejemplo: 5 a 
 que se lee  
cinco elevado á cuatro. 
 
La potencia de dos números se ejecuta tomando al  
primero tantas veces por factor como unidades tiene el  
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segundo: potencia, dignando y exponente son hetero-
géneos.I 
El orden del dignando y el exponente altera la po-
tencia.. Así 5 ' + 4 que se lee cinco elevado á 
 . cuatro no 
es igual á cuatro elevado á cinco. 
La primera potencia de un número, es el mismo nú-
mero; la segunda se llama cuadrado; la tercera cubo; la 
cuarta bicuadrado y las demás no tienen denominación es-
pecial. 
49. , SUSTRACCIÓN, es la operación inversa de la adi-
ción, que tiene por Qbjeto dada una suma y uno de los su-
mandos, hallar el otro sumando. 
RESTO Ó DIFERENCIA, es el resultado de la operación! 
MINUENDO, es la suma dada. 
SUSTRAENDO, es el sumando dado.: 
El minuendo\ y sustraendo se llaman términos del 
resto 
Para indicar esta operación se emplea el signo — que 
se lee menos y se escribe entre los términos del resto. k 
Ejemplo: 5 — 4 que se lee cinco menos cuatro. 
La diferencia de dos números se ejecuta disminuyendo 
al primero las unidades del segundo: los términos del resto 
han de ser homogéneos para c ue la operación se pueda 
ejecutar; y el resto es también homogéneo con sus términos.' 
50. tDIVISIÓN, es la operación, inversa de la multipli-
cación, que tiene por objeto dado un producto y uno de los 
factores, hallar el otro factor. 
COCIENTE, es el resultado de la operación., 
I DIVIDENDO, es el producto dado. , 
,DIVISOR, es el factor dado , 
t El dividendo y divisor se llaman términos del co-
ciente. 
2 
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, Para indicar esta operación se emplea el signo : ó — 
que se leen dividido por y se escriben entre los términos. 
Ejemplo: 5 : 4 ó 4  que se leen cinco dividido por cuatro 
6 cinco partido por cuatro. 
t El cociente de dos números se ejecuta restando del 
dividendo el divisor todas las veces que se pueda: los tér-
minos del cociente pueden ser homogéneos ó heterogéneos; 
en el primer caso el cociente es heterogéneo con los tér-
minos, en el segundo el cociente es homogéneo con el 
dividendo.I 
Hay dos clases de división, exacta é inexacta. 
• DIVISIÓN EXACTA, es aquella que el dividendo contiene 
un número exacto de veces al divisor, ó que no deja resi-
duo. En este caso el dividendo se dice que es divisible por 
el divisor y el cociente, ó múltiplo del divisor y del cocien-
te; el divisor corno el cociente se dice son divisores, sub-
múltiplos ó partes alícuotas del dividendo. i 
tDIvisióx INEXACTA, es aquella que el dividendo no 
contiene un número exacto de veces al divisor 6 la que deja 
residuo. En este caso el dividendo no es divisible ó múlti-
plo del divisor ni del cociente. t 
+ En la división exacta el dividendo es igual al producto 
del divisor por cociente. V,n la inexacta el dividendo es 
igual al producto del diviso' por el cociente mas el resto: 
por tanto el resto es la diferencia entre el dividendo y el 
producto del divisor por el cociente; este cociente se llama 
cociente entero! Para completar este cociente se le agrega 
la división indicada del resto por el divisor. Ejemplos: Si 
queremos dividir veinte por cuatro, restaríamos de veinte 
cuatro todas las veces que se pudiera y como se puede 
restar cinco exactamente, el cociente será cinco, es decir 
20 : 4. = 5, de donde veinte es divisible ó múltiplo de cua- 
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tro y cinco, así como cuatro y cinco son divisores, submúl-
tiplos ó partes alícuotas de veinte. Si queremos dividir 
veintidos por cuatro, restaríamos de veintidos cuatro todas 
las veces que se pueda, y como después de restarle cinco 
veces nos queda un resto dos del cual ya no podemos res-
tar cuatro, la división será inexacta y el cociente entero 
será cinco, el resto dos; es decir 22 : 4 = 5 -f- 4  . En el pri-
mer ejemplo, el dividendo es igual al producto del divisor 
por el cociente 20 = 4 X 5: en el segundo el dividendo es 
igual al producto del divisor por el cociente mas el resto, 
22=4X 54-2. 
51. ' EXTRACCIÓN DE RAICES, es una operación inversa 
de la elevación á potencias, que tiene por objeto dada la po-
tencia y el exponente, hallar el dignando.' 
• 	 , RAIZ, es el resultado de la operación. 
(
RADICANDO, es la potencia dada, 
INDICE, es el exponente dado., 
!Al radicando y al índice se les llama términos de 
la raiz 
Para indicar esta operación se emplea el signo 1 que 
se llama radical, entre cuyos brazos se escribe el índice y 
á la derecha el radicando, poniéndole una raya encima. 
Ejemplo: n/ 16 que se lee raíz cuarta de diez y seis; y 
quiere decir que tenemos que encontrar un número que 
elevado á cuatro nos dé diez y seis. 
Se ejecuta la operación elevando sucesivamente á la 
potencia indicada por el índice la serie natural de los núme-
ros: raiz, radicando é índice son heterogéneos. 
, La raiz primera de un número es el mismo número; 
la segunda se llama cuadrada; la tercera, cúbica; la cuarta, 
bicuadrada; y las demás no tienen denominación especial.i 
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52. + LOGARITMIZACIÓN, es una operación inversa de la 
elevación d potencias, que Llene por objeto dada la potencia 
y el dignando hallar el exponente.( 
LOGARITMO, es el resultado de la operación., 
!BASE, es el dignando dado.1 
'NÚMERO, es la potencia dada. 
' Al número y la base dados se les llama términos del 
logaritmo ! 
Para indicar la operación se emplea el signo log. que 
se lee logaritmo, poniendo la base á la izquierda y encima.: 
Ejemplo: 2 log. 16 que se lee logaritmo diez y seis en la 
base dos; y quiere decir que nos proponemos encontrar el 
exponente á que hay que elevar á dos para que nos dé 
diez y seis. 
Se ejecuta la operación elevando la base á las distin-
tas potencias indicadas por la serie natural de los números 
hasta encontrar el número cuyo logaritmo se pide. El lo-
garitmo y sus términos son heterogéneos. 
LIBRO PRIMERO. 
Numeración. 
CAPÍTULO PRIMERO. 
Sistemas de numeración. 
LECCIÓN 3.' 
Numeración en general. 
53. f Los números que pueden expresarse, esto es, los 
enteros y fraccionarios se engendran por la sucesiva agre-
gación de unidades ó de partes alícuotas de la unidad; 
de donde se deduce, que la serie de los números enteros 
es indefinida, así como la de los números fraccionarios, 
y la serie completa de los números enteros y fraccionarios 
• es ilimitada: por tanto, es imposible expresar cada número 
por un nombre distinto, así como por _un signo diferente. t 
De aquí la necesidad de un procedimiento mediante el 
cual, con un corto número de palabras y un corto número 
de signos, podamos expresar los números que necesitemos. 
M. ( SISTEMA DE NI;MERACIÓN, es el procedimiento me-
diante el cual con un corto número de palabras y un corto 
número de signos podemos expresar los números qui nece-
sitemos.1 
4 Los sistemas de numeración son varios una vez que 
se pueden emplear distintos procedimientos para conseguir 
lo que un sistema de numeración se propone: todos ellos 
se fundan en la división en partes de la serie ilimitada de los 
números. 
55. ORDENES DE UNIDADES, son las partes en que con-
sideramos dividida la serie ilimitada de los números. Se 
dividen en principales é intermedias 
r 
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ORDENES DE UNIDADES PRINCIPALES,  son  las que dictan 
entre sí seis lugares. 
+  ORDENES DE UNIDADES INTERMEDIAS, son las que están 
entre las principales. 
56. r  Las unidades intermedias siendo en número de 
seis, es fácil darlas nombre, mas para mayor sencillez se 
las ha dividido en dos secciones de á tres; á la que ocupa 
el primer lugar en la primera sección, se llama unidad, 
á la que ocupa el segundo decena, y á la que ocupa el tel 
cero centena; no diferenciándose la segunda sección de la 
primera más que en la terminación de millar: así se dice 
unidad de millar, decena de millar, centena de millar4 
Vemos pues, que para expresar las unidades interme-
dias nos bastan las palabras de, unidad, decena, centena, 
y millar convenientemente combinadas. 
57. Las unidades principales, como son en serie ilimi-
tada, con el fin de que nunca nos falte nombre, nos valemos 
de dar la terminación millón á los nombres de la serie 
natural de los números ya formados, mas como el punto de 
partida desde el cual la serie de los números no tiene 11-
mite en dos sentidos, es la unidad; ipara distinguir los ór-
denes de unidades de la serie descendente, de los de la 
ascendente se agregan á las palabras decena, centena, mi-
llar y millón la partícula ésima,% si bien la costumbre ha 
simplificado las palabras primeras y se dice décima, centé-
sima, milésima y millonésima. Por tanto con las palabras, 
unidad, decena, centena, millar, millón, décima, centésima, 
milésima y millonésima combinadas convenientemente en-
tre sí y con los nombres de la serie natural de los números 
ya expresados, se pueden expresar todos los órdenes de 
unidades que necesitemos. 
	 • 
58. +Un sistema de numeración se diferencia de otro en 
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la ley á que obedecen las órdenes de unidades, en el caso 
que estas obedezcan á alguna como sucede con todos los 
sistemas regulares de numeración; esta ley se expresa por 
su base., 
, BASE DE UN SISTEMA DE NUMERACIÓN, es el número de 
unidades de un orden necesarias para formar una unidad 
del orden inmediato superior.; 
59. Como los medios que tenemos para expresar las 
cosas son dos, de palabra y por escrito, de aquí que la nu-
meración, en cualquier sistema, se divida en dos partes que 
se llaman numeración hablada y escrita. 
NUMERACIÓN HABLADA, es la parte de la numeración, 
que tiene por objeto expresar los números que necesitemos, 
mediante la combinación de un corto número de palabras. 
i El número de palabras necesarias para expresar las 
unidades de cada orden en cualquier sistema de numera-
ción, es igual á la base menos una; l con las cuales y las 
palabras ya citadas para expresar las órdenes de unidades, 
podremos expresar en cualquier sistema los números que 
necesitemos: teniendo en cuenta, queiun número, en cual-
quier sistema de numeración regular, no es más que la 
reunión de unidades de diferentes órdenes, no pasando 
las de cada orden de tantas como unidades tenga la base 
menos una;l por tanto para expresar un número en cualquier 
sistema podemos seguir la regla siguiente, fundada en el 
axioma lo que se hace con las partes se hace con el todo. 
+ REGLA PARA EXPRESAR UN NÚMERO EN CUALQUIER SIS-
TEMA DE NUMERACIÓN, se expresan sus diferentes órdenes 
de unidades, principiando por las de orden superior y 
continuando por los órtenes corrclatiz'os descendentes; te-
niendo en cuenta, reducir las unidades de los órdenes supe-
riores al orden ínfimo. 
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60. 1  NUMERACIÓN ESCRITA, es la parte de la numeración 
que tiene por objeto representar los números, que necesite-
mos, mediante la combinación de un corto número de cifras. , 
El número de cifras necesarias, en cualquier sistema de nu-
meración, para expresar los números, que necesitemos, es 
igual á la base;iporque necesitaremos una cifra para repre-
sentar cada una de las palabras que expresan las unidades 
de cada orden, que hemos dicho son tantas como unidades 
tiene la base menos una, y además con el fin de no tener 
que representar por cifras diferentes las palabras con que 
hemos dicho se expresan los órdenes de unidades, se ha 
adoptado el convenio de que: cada cifra representa uni-
dades del orden del lugar que ocupa, contando de derecha 
d izquierda desde la cifra que lleva una coma á la derecha 
y arriba, que nos dice que esa cifra representa unidades 
simples. 
,.Teniendo en cuenta este convenios las cifras tienen 
dos valores, uno absoluto por lo que representa; y es cons-
tante; y otro relativo por el lugar que ocupa, y es variable. 
Pero como se puede expresar un número que no tenga 
unidades de un orden cualquiera, teniéndolas de otros ór-
denes; de aquí la necesidad de una cifra que no teniendo 
ningún valor, sirva para ocupar los lugares de los órdenes 
de unidades que falte en la expresión de un número dado, 
cifra, que no puede faltar en ningún sistema de numeración 
regular y que hace que el número total de cifras necesarias 
para representar un número en cualquier sistema sea igual 
al número de unidades que tenga su base. A la cifra que 
no puede faltar en ningún sistemarde numeración regular 
se la llama cero y es el símbolo d-la nada., 
i 
 REGLA PARA ESCPIBIR LEN NÚMERO EN CUALQUIER SIS-
TEMA DE NUMERACIÓN, se escriben sus diferentes órdenes 
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de unidades, principiando por el orden superior y conti- 
nuando por los órdenes correlativos descendentes; teniendo en 
cuenta, ocupar con ceros los lugares de los órdenes de uni-
dades que falten en la expresión del número dado y poner 
la señal convenida en la cifra de las unidades simples. 
 a 
61. Como hemos visto, existen diferentes sistemas de 
numeración, pero como para entendernos es preciso elegir 
uno, parecía lo natural se eligiese el más conveniente; no 
obstante, como desde que el hombre existe ha tenido que 
contar y medir, y por tanto ha necesitado sistema de nu-
meración, parece lo más probable que se valiera para contar, 
y por tanto para adoptar un sistema de numeración, de los 
dedos de sus extremidades; pues esto es lo que hacen toda-
vía las personas poco ilustradas: y como tenemos cinco de-
dos en cada extremidad, diez en las superiores y veinte en 
las cuatro extremidades, se cree que los primeros sistemas 
de numeración que existieron, cuando el contar no era más 
que un arte, fueron los de base, cinco, diez y veinte. Al 
tratar la ciencia de adoptar el sistema más conveniente, no 
pudo prescindir por completo de los ya establecidos; y se 
vió precisada á adoptar el de base diez por ser el que tiene 
más ventajas de los tres citados, pues si bien el de base 
cinco necesitaría cinco palabras menos, en cambio para ex-
presar un número algo considerable habría que emplear 
gran número de combinación de palabras y para escribirlo 
gran número de cifras; y el cíe base veinte que no tiene 
este inconveniente tiene el gravísimo de necesitar diez pa-
labras más y diez cifras más. El sistema de numeración que 
desde luego hubiese adoptado la ciencia, si hubiese podido 
prescindir de los sistemas ya adoptados, sin duda hubiese 
sido el duodecimal que tiene las mismas ventajas que el 
adoptado y además la no pequeña de poderse dividir su 
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base doce en más partes iguales que diez; no habiéndolo 
podido hacer, ha adoptado el sistema décuplo ó de base 
diez, que se halla universalmente extendido y el que nos-
otros vamos á exponer aplicando los principios generales 
que concluimos de dar á conocer. 
LEOC 
Numeración decimal do números enteros. 
62. i  SE LLAMA SISTEMA DE NUMERACIÓN D$(9'LO Ó DE-
CIMAL AQUEL CUYA BASE ES(DIEZ.; 
63. Las palabras con las cuales se expresa h la unida- 
des de cada orden en este sistema s'on:l uno, dos,,: •gris, cua-
tro, cinco, seis, siete, ocho y nueve. 
64. Las palabras con las cuales se exp ^esan los dife-
rentes órdenes de unidades en este sistema son: lunia'ad, 
decena, centena, millar y millón,f combinadas conveniente-
mente entre sí y con las palabras con que hemos dicho se 
expresan las unidades de cada orden. 
Para entender con claridad lo que acabamos de expo-
ner, tengamos en cuenta que, pues la base de este sistema 
es diez, ó lo que es lo mismo, con diez unidades de un or-
den se forma una unidad del orden inmediato superior, no 
necesitamos para expresar las unidades de cada orden dar 
nombre más que á las inferiores á este número; y por tanto, 
se ha convenido llamar á la unidad por la palabra uno, á 
la reunión de una unidad con otra por la palabra dos, á la 
reunión de dos unidades con otra por la palabra tres, á la 
reunión de tres unidades con otra por la palabra cuatro, á 
la reunión de cuatro unidades con . otra por la palabra cinco, 
á la reunión de cinco unidades con otra por la palabra seis, 
A. la reunión de seis unidades con otra por la palabra siete, 
 
  
  
Y 	
--z7-  
á la r nión de siete unidades con otra por la palabra oclto,  
á la reunión de ocho unidades con otra por la palabra nue-
ve; al reunir nueve unidades con otra se forma una unidad  
de orden superior que se ha llamado decena, y se cuenta por  
decenas lo mismo que por unidades; así se dice una decena,  
dos, tres, etc. hasta nueve decenas; al reunir nueve dece-
nas con otra se forma una unidad de orden superior que se  
ha llamado centena, y se cuenta por centenas lo mismo que  
por unidades; así se dice una centena, dos, tres, etc. hasta  
nueve centenas; al reunirr  nueve centenas 'con otra se forma  
una unidad de orden s" perior que se ha llamado unidad de  
millar, y se cuentí r unidades de millar lo mismo que  
por unidades; así se d' e una unidad de millar, dos, tres,  
etcétera hasta nueve unidades de millar; al reunir nueve  
unidades de millar con otra se forma una unidad de orden  
superior que se ha llam a..d c millar, ý se cuenta  
por decenas ele nar lo ismo que por unidades; así se  
dice una decena de millar, dos, tres, etc. h ¢^si eye ,s e^ • 
cenas de millar; al reunir nueve decenas de u ar con o ra 
 ^
. 
se forma una unidad de orden superior que se ha llamado 
 
centena de ' millar, y se cuenta por centenas de millar lo 
 
mismo que por unidades; así se dice una centena de millar, 
 
dos, tres etc. hasta nueve centenas de millar; al reunir nue-
ve centenas de millar con otra se forma una unidad de oç-
den superior que se ha llamado unidad de un millón, que 
tiene la particularidad de ser la segunda unidad Principal, 
 
que según hemos dicho, en la nu y ación en general,  
su nombre se forma del nombre dei primer número y la 
palabra millón, con el fina de que nunca nos falte nombre 
 
para los diferentes órdenes de unidades principales, y se 
 
cuenta por un millones lo mismo que por unidades, así se 
 
dice una unidad de un millón, dos, tres etc. hasta nueve 
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unidades de un millón; siguiendo el mismo procedimiento 
con esta unidad principal que con la primera, tenemos que á 
la reunión de nueve unidades de un millón con otra se la ha 
llamado decena de un millón, y se cuenta por decenas de un 
millón como por unidades; á la reunión de nueve decenas de 
un millón con otra se ha llamado centena de un millón, y así 
sucesivamente unidad de millar de un millón, decena de 
millar de un millón y centena de millar de un millón ; á la 
reunión de nueve centenas de millar de un millón con otra 
se ha llamado dqs millón, que es la tercera unidad princi-
pal, y se cuenta por dos millones lo mismo que por unida-
des simples ó por un millones; y por tanto á la reunión 
de nueve centenas de millar de dos millón con otra, se ha 
llamado tres millón; continuando pues el mismo procedi-
miento, tendremos para nombres de las unidades principa-
les cuatro millón, cinco millón, seis millón y así sucesiva-
mente; de suerte que por muy grande que sea un número 
jamás nos faltarán palabras con que poderlo expresar, com-
binando convenientemente las nueve palabras que expresan 
las unidades de cada orden con las palabras que expresan 
los órdenes de unidades. 
. Entre dos decenas consecutivas hay nueve números, 
que se forman agregando los nueve números primeros y se 
expresan reuniendo los dos nombres; así se dice, una de-
cena y uno, una decena y dos, etc. hasta una decena y 
nueve, continuando de esta manera llegaremos á nueve de-
cenas y nueve. Más hay que tener en cuenta que con el fin 
de expresar siempre el número reducido al orden ínfimo y 
para abreviar, la costumbre ha hecho que á una decena se 
llame diez, á dos decenas veinte, á tres treinta, á cuatro 
cuarenta, á cinco cincuenta, á seis sesenta, á siete setenta, 
á ocho ochenta y á nueve noventa ; así como á una decena 
r 	
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y uno ó á diez y uno once, á diez y dos doce, á diez y tres 
trece, á diez y cuatro catorce, á diez y cinco quince, y des-
pués se sigue la nomenclatura, diciendo: diez y seis, diez y 
siete, diez y ocho, diez y nueve; así corno veinte y uno, 
veinte y dos, etc. hasta noventa y nueve: entre dos cente-
nas consecutivas hay noventa y nueve números que se for-
man agregando los noventa y nueve números primeros, y 
se expresan reuniendo los dos nombres, así se dice, una 
centena y uno etc. hasta una centena y noventa y nueve, y 
lo mismo dos centenas y uno etc. hasta dos centenas y 
noventa y nueve, continuando de esta manera llegaremos 
á nueve centenas y noventa y nueve. Pero por la misma 
razón que hemos dado en las decenas, se llaman á una 
centena ciento, á dos doscientos, á tres trescientos, á cuatro 
cuatrocientos, á cinco quinientos, á seis seiscientos, á siete 
setecientos, á ocho ochocientos, y á nueve novecientos ; y 
por tanto diremos ciento uno, ciento dos, etc. hasta no-
vecientos noventa y nueve: entre dos millares consecu-
tivos hay novecientos noventa y nueve números que se 
forman agregando los novecientos noventa y nueve nú-
meros primeros y se expresan reuniendo los dos nom-
bres; así se dice, un millar y uno etc. hasta un millar y 
novecientos noventa y nueve, y lo mismo dos millares y 
uno etc. hasta dos millares y novecientos noventa y nueve, 
continuando de esta manera llegaremos á nueve millares y 
novecientos noventa y nueve. Más por la misma razón que 
hemos dado en las decenas, se llama á un millar mil, á dos 
dos mil, á tres tres mil, á cuatro cuatro mil, á cinco cinco mil, 
á seis seis mil, á siete siete mil, á ocho ocho mil y á nueve 
nueve mil; por tanto diremos mil uno, mil dos, etc. hasta 
nueve mil novecientos noventa y nueve: entre dos decenas 
de millar consecutivas, hay nueve mil novecientos noventa 
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y nueve números, que se forman agregando los nueve mil 
novecientos noventa y nueve números primeros, y se ex-
presan reuniendo los dos nombres; así se dice una decena 
de millar y uno etc. hasta una decena de millar y nueve mil 
nuevecientos noventa y nueve, y lo mismo dos decenas de 
millar y uno etc. hasta dos  , decenas de millar y nueve mil 
novecientos noventa y nueve, continuando de esta manera 
llegaremos á nueve decenas de millar y nueve mil nove-
cientos noventa y nueve. Pero por la misma razón que he-
mos dado en las decenas, se llama á una decena de mi llar 
diez mil, á dos veinte mil, á tres treinta mil, á cuatro c ua-
renta mil, á cinco cincuenta mil, á seis sesenta mil, á siete 
setenta mil, á ocho ochenta mil, y á nueve noventa mil; y 
por tanto diremos diez mil uno, diez mil dos, etc. hasta no-
venta y nueve mil novecientos noventa y nueve:- entre dos 
centenas de millar consecutivas, hay noventa y nueve mil 
novecientos noventa y nueve números, que se forman agre-
gando los noventa y nueve mil novecientos noventa y 
nueve números primeros, y se expresan reuniendo los dos 
nombres; así se dice una centena de millar y uno etc. hasta 
una centena de millar y noventa y nueve mil novecientos 
noventa y nueve, y lo mismo dos decenas de millar y 
uno etc. hasta dos decenas de millar y noventa y nueve 
mil novecientos noventa y nueve, continuando de esta 
manera llegaremos á nueve centenas de millar y noventa y 
nueve mil novecientos noventa y nueve. Más por la misma 
razón que hemos dado en las decenas, se llama á una cen-
tena de millar cien mil, á dos doscientos mil, á tres tres-
cientos mil, á cuatro cuatrocientos mil, á cinco quinientos 
mil, á seis seiscientos mil, á siete setecientos mil, á ocho 
ochocientos mil y á nueve novecientos mil;  y por tanto di- 
remos: cien mil uno, cien mil dos etc. hasta novecientos 
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noventa y nueve mil novecientos noventa y nueve. Lo que 
hemos visto sucede con la primera unidad principal, que se 
denomina simplemente unidad y cuya denominación hay 
siempre que expresar al final de cada número, sucede con 
las demás unidades principales un millón, tíos millón, tres 
millón, cuatro millón, cinco millón, seis millón etc., si bien, 
teniendo en cuenta que rara vez hay que expresar nú-
meros superiores al cinco millón, se acostumbra para abre-
viar, á llamar un millón simplemente mi// n, al dos millón 
bi// n, al tres millón !r /^lón, al cuatro millón cualri//óu, 
y al cinco millón quillón, siguiéndose después la nomen-
clatura. 
65. I)e lo dicho se deduce: primero, que con las pala-
brasluno, dos, Ices, cuatro, cinco, seis, sicle, ocho, nueve, 
unidad, decena, centena, millar y millón, teniendo en 
cuenta las abreviaciones sancionadas por la costumbre, se 
pueden expresar en el sistema decimal los números enteros 
que necesitemos; ( segundo quc ^no hay más que tres clases 
de órdenes de unidades que son unidad, decena, y centena, 
ya simples 6 de millar de cualquiera unidad principalS y 
tercero, que l un número en el sistema decimal no es más 
que la reunión de unidades de distintos órdenes no pasando 
de nueve los ele cada orden:) por tanto para expresar un 
número entero en el sistema decimal bastará seguir la re-
gla siguiente que fundada en el axioma lo que se hace 
con las partes se hace con el todo. 
REGLA PARA EXPRESAR EN NCMERO ENTERO EN El. SIS
-TEM 
 A 1ECINtAl.. Se Cx,breSa,l sus dijeren/es órdenes de uni-
dades, principiando por cl orden superior y conlinuaudo 
pos- los órdenes correlativos desceudenles, dando al final la 
Icrmivacion correspondiente al orden iufimo.l Ejemplo: Si 
queremos expresar un número compuesto de siete centenas, 
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dos decenas y cuatro unidades, diremos, aplicando la Regla, 
setecientas veinte y cuatro unidades. 
66. Las cifras con las cuales se representan los núme-
ros que necesitemos en el sistema decimal son:1 i , 2, 3, 4, 
5, 6, 7, 8, q, 0.1 Las nueve primeras representan respecti-
vamente las nueve palabras con que se expresan las unida-
des de cada orden, y se llaman significativas; la última re-
presenta la carencia de unidades de cualquier orden, y se 
llama cifra no significativa. Con el fin de no tener que re-
presentar por signos las palabras unidad, decena, centena, 
millar, millón etc. ya hemos dicho que se ha convenido en 
que, Moda cifra representa unidades del orden del lugar 
que ocupa contando de derecha á izquierdas 
Por tanto: i .°i Toda cifra colocada a la izquierda de 
otra representa unidades diez veces mayores que las de 
esta otra; y toda cifra colocada á la derecha de otra repre-
senta unidades diez veces menores que las de esta otra:l s.° 
'Toda cifra significativa tiene dos valores, uno absoluto por 
lo qie representa, y es constante, otro relativo por el lugar 
que ocupa, y es variable;13.°tLa cifra no significativa (cero) 
puesta á la derecha de un número le hace diez veces ma-
yor] pues aunque las cifras no varían en valor absoluto, va-
rían en valor relativo; por tanto, cada parte ciel número se 
habrá hecho diez veces mayor y por consiguiente el nú-
mero; si se ponen dos ceros á la derecha se hará el número 
cien veces mayor, por la misma razórt, y en general po-
niendo ceros a la derecha de un número se le hace (antas 
veces mayor como represente la unidad seguida de tantos 
ceros como se hayan puesto á la derecha del mismo; 4.° 
que si se escriben ceros á la izquierda de un número, éste 
no altera;; pues las cifras no varían ni en valor absoluto ni 
en valor relativo; y 5.° que para escribir un número entero 
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en el sistema decimal, bastará seguir la regla siguiente. 
fundada en el axioma lo que se hace con las partes se 
hace con el todo. 
{ REGLA PARA ESCRIBIR UN NÚMERO ENTERO EN EL SIS-
TEMA DECIMAL., Se escriben sus diferentes órdenes de unida-
des principiando por el orden superior y continuando por 
los órdenes correlativos descendentes, teniendo cuidado, ocu-
par con ceros los lugares de los órdenes de unidades que 
fallen en la expresión del número dada Ejemplo: Si quere-
mos escribir el número setecientos cuatro, escribiremos. 
aplicando la regla, primero las centenas, como no hay de-
cenas ocuparemos su lugar con un cero y por último escri-
biremos las unidades en esta forma 7 04. 
67. Aunque las reglas que hemos dado para expresar 
y escribir un número son sencillas, en la práctica, cuando 
queremos enunciar un número escrito 6 escribir un nú-
mero enunciado, su aplicación, sobre todo si el número que 
se quiere enunciar ó escribir es algo considerable, ofrece 
dificultades que desaparecen con las siguientes reglas fun-
dadas en la división de los órdenes de unidades en principa-
les é intermedias. 
f REGLA l'ARA ESCRITO UN NÚMERO ENTERO ENUNCIARLO. 
Se divide el número en periodos de ri seis cifras, princi-
piando de derecha d izquierda; en la primera división se 
escribe un uno, en la segunda un dos, y asi sucesivamente; 
después se divide cada periodo de seis cifras en dos grupos 
de lees y en cada división se pone una coma, quedarla asi 
cl número dividido en grupos de tres cifras, pudiendo tener 
el primer grupo de la izquierda una ó dos; hecho esto, se 
enuncia sucesivamente cada grupo, principiando por la iz-
quierda, cono si estuviese solo y dando la terminación de 
mil cuando eruontre^nos una coma, millón cuando un uno, 
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billón cuando un dos, etc. y  al yvaal la terminación de 
unidades{ Ejemplo: queremos enutsciar el número siguien-
te: 79,432,000.045,OO6,896 aplicando la regla, para lo cual 
hemos hecho ya la división y puestc.'s los signos convenidos, 
se enunciará; setenta y nueve mil. cuatrocientos treinta y 
dos billones, cuarenta y cinco millor ies, seis mil ochocientos 
noventa y seis unidades. 
, REGLA PARA ENUNCIADO UN lit MERO ENTERO ESCRI- 
BIRLO. Sc prescinde de las lermi,rcac o^nes mil, millón, bi-
llón, etc. y solo se tienen en cuenta para poner las señales 
convenidas, si bien haciendo obserumr que dichas señales no 
significan  ni mil, ni millón etc. 
 sine , las c Eras que es preciso 
escribir para que la que Lleva la _señal represente el or-
den d.; unidades que le corresponda, quedando por lo tan-
lo el caso reducido á escribir n:iz peros de tres crf ras.1 
Ejemplo: si queremos escribir el mamero treinta trillones, 
veinte y cinco unidades, aplicandio la regla tendremos 
30_000,000,000,000,000,025; pue~i; hemos escrito treinta 
prescindiendo de la terminación trilliones y hemos puesto la 
señal convenida para el trillón, la cuzal nos dice que hay que 
escribir tres periodos de á seis cifís para que treinta ex- 
prese trillones, períodos que en el corden descendente son, 
el de los billones, et de los millonew y el de las unidades; 
y como el primero que hay que escrribir es el de los billo- 
nes y en la expresión del número 110 se nos dá unidades, 
ni decenas, ni centenas simples ni ale millar de la unidad 
principal billón, hemos ocupado los. lugares correspondien- 
tes con ceros, lo mismo hemos hecho en el periodo de los 
millones por la misma razón, y en el 
 de las unidades hemos 
puesto las decenas y unidades simples que se nos dán en 
el número y los demás lugares los hemos ocupado con ceros. 
n ESCOLIO. Estas reglas pueden, aplicarse sin ningún 
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inconveniente á todos los sistemas de numeración regulares, 
una vez que su fundamento es común á todos. 1 
68. Las cifras que hemos empleado se cree son debidas 
á los Arabes; los Romanos en lugar de esas cifras, emplea-
ban las letras del alfabeto siguientesfl V X C DM lcuyos 
1 5 10 100 500 1000 
valores van expresados en números arábigos, con las cuales 
y los convenios: $ 1.° que cuando las letras están escritas de 
mayor á menor se suman, y si están escritas de menor á 
mayor se restan; 2.° que una letra no se debe repetir mas 
de tres veces; y 3.° que una raya encima de una letra la 
hace mil veces mayor; se pueden escribir los números en-
teros que se necesiten.) 
Hoy este sistema solo se acostumbra á emplear para 
la división de las obras, en libros, capítulos, etc.: por lo que 
lo hemos dado a conocer. Ejemplos: si quisiéramos escribir 
el número 1887 por este sistema, aplicando los convenios 
sería MIDCCCLXXXVII. Si queremos escribir el número 
2 4, 730,04. 2  tendríamos XXIV DCCLXLII. 
LSCC16A1 5 •  
Numeración do núnioros fraccionarlos. 
69. `Los números fraccionarios son necesarios, pues 
sin ellos no tendríamos medio de entendernos en las medi-
ciones,funa vez que no sabríamos la unidad con que se ha-
bían efectuado. 
Aún cuando ya sabemos que'los números fraccionarios 
provienen de la operación de medir, cuando la unidad no 
está contenida un número exacto de veces en la cantidad 
pero lo está una de las diversas partes iguales en que se 
puede considerar dividida la unidad; como quiera que la 
1.. 
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unidad de medir es arbitraria, se comprende que eligiendo 
una unidad, conveniente en cada caso, se podría hacer 
siempre que la unidad estuviese contenida, no solo un nú-
mero exacto de veces en la cantidad sino el número de ve-
ces que quisiéramos; y por tanto la medida de una cantidad 
cualquiera sería el número que nosotros desearemos. Pero 
si en cada caso hubiésemos de elegir una unidad de me -
dida, tendríamos el inconveniente de que esas unidade s 
no servirían más que para los que ejecutaran la medida , 
corriendo el riesgo de no entendernos; de aquí el que 
para que esto no suceda, los individuos de cada Nación 
hayan convenido en unidades determinadas que forman 
su sistema de mensuración: elegidas de antemano las uni 
dados, se comprende que pueda suceder que ni la unidad 
ni ninguna de las partes iguales en que se la puede cor 
siderar dividida estén contenidas un número exacto de vt 
ces en la cantidad; y resultar por tanto los números frac 
cionarios incomensurables. 
70. Como el número de partes iguales en que se puede 
considerar dividida la unidad, es arbitrario; resulta que ha-
bría un número indefinido de quebrados, que se compondrán 
de partes iguales de la unidad, de donde para expresarlos 
es necesario adoptar un medio mediante el cual podamos, 
con un corto número de palabras y un corto número de 
signos, conseguir nuestro objeto, lo que constituye, aquí 
como en los números enteros, los diversos sistemas de nu-
meración: existen no obstante una diferencia y es que los 
números enteros que necesitemos los podemos expresar 
por cualquier sistema de numeración regular, mientras que, 
con los números fraccionarios no sucede eso; por lo que, 
y no olvidando el principio, de lo que no se puede hacer 
de una vez se divide en partes, y con el fin de conseguir 
• 	  
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expresar los quebrados que necesitemos por medio ciel 
sistema decimal que hemos expuesto, por ser generalmente 
adoptado, dividimos los números fraccionarios en Idecintales 
y ordinarios.' 
71.  INÛMERO FRACCIONARIO DECIMAL, es una totalidad 
de parkcs iguales de la unidad que si; neo la Icy decimal,, 
es decir, que la unidad se divide en un número de partes 
iguales expresadas por diez 6 sus potencias. 
INl'>IERO FRACCIo ARIO ORDINARIO, es una totalidad de 
parles iguales de la unidad que no si; ncn la ley decimal;, 
es decir que la unidad se divide en un número de pa rtes 
iguales que no pueden expresarse por diez 6 sus potencias. 
ï'2. Los números fraccionarios decimales se expresan 
por las mismas reglas que los números enteros decimales 
y con las mismas palabras, sin más, que como ya hemos 
dicho en la numeración en general, agregar la partícula 
^sin: i á las palabras decena, centena, mil y millón; y poner 
la coma en la cifra de las unidades á la derecha y arriba. 
Por tanto: I .°(El número de palabras con las cuales se pue-
den expresar los números fraccionarios decimales que nece-
sitemos son: uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siete, ocho, 
nueve, décima, centésima, milésima y millonésima conve-
nientemente combinadas;, t Para expresar un número 
fraccionario decimal, se expresa como si fuese entero dando 
al final la terminación correspondiente al orden ínfimos ;.° 
Para escribir un número fraccionario decimal, se escribe 
como si fuese entero, poniendo una coma á la derecha y 
arriba de la cifra que ocupe el lugar de las unidades sim-
ples14.° 'Para enunciar un número fraccionario decimal es-
crito, se enuncia como si fuese entero, dando al final la 
terminación correspondiente á la primera cifra de la dere-
chai para lo cual basta examinar el lugar que ocupa la cifra 
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que Lleva la coma á la derecha y arriba, lugar que será ne-
cesariamente,el de las unidades, decenas ó centenas simples 
ó de cualquiera unidad principal; y ciar, considerando al 
número como entero, la terminación correspondiente á esa 
cifra agregando la partícula ésima; 5.) Para enunciado un 
número fraccionario decimal escribirlo, se escribe como si 
fuese entero poniendo la coma en la cifra que ocupe el lu-
gar de las unidades;iy 6.° n Que con la numeración de los 
números fraccionarios decimales queda completo el sistema 
décuplo, siendo la serie de los números decimales ilimitada;) 
una vez que, no tiene fin en  dos sentidos á partir de la uni-
dad, en el ascendente, compuesto por los órdenes de uni-
dades décuplos, y en el descendente, compuesto de los 
órdenes de unidades subdécuplos: los órdenes décuplos con-
tienen la serie indefinida de los números enteros, los órde-
nes subdécuplos contienen la serie indefinida de los números 
fraccionarios decimales, las dos series reunidas contienen 
la serie ilimitada de los números decimales. 
Ejemplos: Expresar el número compuesto de siete dé-
cimas y cuatro milésimas: aplicando la regla diremos sete-
cientas cuatro milésimas. Si ahora quisiéremos escribirle: 
aplicando la regla correspondiente tendremos o`704, es de-
cir primero las décimas, como no hay centésimas hemos 
puesto un cero y luego las milésimas, poniendo la coma 
convenida en la cifra de las unidades. 
Enunciar cl número fraccionario decimal 
0'70,005.004,030,004,789, aplicando la regla se enunciará: 
setenta mil cinco billones, cuatro mil treinta millones, cuatro 
mil setecientos ochenta y nueve cien mil billonésimas. 
Enunciar el número decimal 
4, 1 3 2 , 0oo,780 :000,09'5,760.000 . 896.432,072,043. aplican-
do la regla se enunciará: cuatro mil ciento treinta y dos 
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quillones, setecientos ochenta cuatrillones, noventa y cinco 
trillones. setecientos sesenta mil billones, ochocientos no- 
venta y seis mil cuatrocientos treinta y dos millones setenta 
dos mil cuarenta y tres diez trillonésimas. 
Escribir el número fraccionario decimal: ochocientos 
treinta y cuatro billones, setecientos veinte y cinco mil mi-
llones nueve mil trillonésimas, aplicando la regla, tendremos : 
 o,'o00,000,834,725,000,000,009: hemos escrito el número 
como si fuese entero, pero en virtud de la terminación mil 
trillonésimas, hemos puesto la coma en la cifra que ocupa 
el lugar de las unidades de millar de trillón que es la cifra 
de las unidades simples. 
Escribir cl número decimal: trescientos siete mil cua-
trillones, dos billones, setecientos noventa y tres cien millo
-
nésimas aplicando la regla, tendremos: 
307,000,000,000,000 ,00 2,000,0'00,000, 793. 
Escot.to. Los números decimales como contienen 
órdenes décuplos 6 superiores á la unidad y subdécuplos 6 
inferiores á la unidad; constan de un número entero y un 
número fraccionario, por lo que se les llama mixtos y pue- 
den expresarse bien como lo hemos hecho, en cuyo caso 
son una totalidad de partes iguales de la unidad y por tanto 
fraccionarios, G bien expresando separadamente cl entero 
y el fraccionario que compongan el número decimal.. Así en 
el ejemplo que hemos puesto cíe enunciación de un número 
decimal. 413,_00,078,000,009'J,760,000,896,432 072,043 
Aplicando separadamente las reglas dadas para enun- 
ciar un número entero y un número fraccionario decimal 
tendremos: cuatrocientos trece billones, doscientos mil se- 
tenta y ocho' millones, nueve enteros; cinco trillones, sete- 
cientos sesenta mil billones, ochocientos noventa y seis mil 
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cuatrocientos treinta y tíos millones, setenta y dos mil cua-
renta y tres diez trillonésimas. 
73. Expuesta la numeraci n de los números fracciona-
rios decimales, réstanos ocuparnos de expresar los números 
fraccionarios ordinarios por medio del sistema decimal; lo 
que conseguiremos, observando que en la numeración de 
los números decimales al expresarlos reducíamos todos los 
órdenes de unidades al orden ínfimo y que por tanto los 
expresamos como enteros, sin más diferencia. que la termi-
nación final en lugar de ser unidades era.la que correspon-
día al ínfimo orden; y en cuanto á su representación sucedía 
lo mismo pues únicamente se diferenciaba en poner una 
coma en la cifra de las unidades: de donde resulta que en 
todo número fraccionario tenemos que considerar dos tér-
minos, uno que expresa la totalidad de partes iguales de la 
unidad que contiene el número fraccionario, y otro que nos 
diga en cuántas partes iguales se ha dividido la unidadi es-
tos términos se llaman numerador y denominador] 
7.4. t NUMERADOR, es el número que expresa cuántas 
parles içuales de la unidad contiene el número fraccionario. 
I DENOMINADOR, es el número que expresa en cuántas 
partes iguales se divide la uuidad.l 
• 	 ! Para expresar el numerador se expresa como si fuese 
número entero; wualquiera que sea el número fraccionario. 
Para expresar el denominador, si el número fracciona- 
rio es decimal ya hemos visto que se dá la terminación co- 
rrespondiente al orden ínfimo, lo que hacíamos agregando 
la partícula ésima á las palabras 
 decena, centena, mil y mi- 
llón con que se expresaban los órdenes de unidades supe- 
riores á la unidad; más si es ordinario, no podemos seguir 
ese procedimiento pues el número de pa rtes iguales en que 
se divide la unidad no es una potencia cíe diez, esto ha 
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dado lugar al siguiente convenio: Icl denominador se expre-
sa con los nombres de los números parlitiros hasta lleçar á 
diez y después con los nombres de los números enteros dán-
doles la terminación aros 
75. 4 REGLA PARA EXPRESAR UN NI MERO FRACCIONARIO. 
,Se expresa el numerador tonto si fuese entero y después 
cl denominador dándole la tcrminacióvt correspondiente. 
Ejemplos: Si queremos expresar el número fracciona-
rio que provenga de dividir la unidad en ocho partes y to-
mar cinco de . estas, aplicando la regla diríamos, cinco oc-
tavos . 
Si queremos expresar el número fraccionario que pro-
venga de dividir la unidad en treinta y cinco partes iguales 
y tomar veinte y cuatro de estas, aplicando la regla diría-
mos: veinte y cuatro treinta y cinco ayos. 
76. Como un número fraccionario consta de dos térmi-
nos, para expresarlo, ya de palabra, ya por escrito, tene-
mos que expresar sus dos términos: más en la representa-
ción de los números fraccionarios decimales escribíamos 
solo el numerador, el denominador estaba implícito y se re-
conocía por el lugar que ocupaba la cifra que tenía á la de-
recha y encima una coma, esto no lo podemos hacer con 
los números fraccionarios ordinarios, en estos, hay que es-
cribir los dos términos (lue como son números enteros, no 
ofrece dificultad ninguna su escritura conviniendo en trazar 
una raya, como el signo de la división, y escribir encima el 
numerador y debajo el denominador: de modo que un nú-
mero fraccionario así escrito es una división indicada, en 
que el numerador es el dividendo y el denominador el divi-
sor; debido esto, á que comparando las operaciones de me-
dir y dividir tienen las siguientes analogías: 1.'(1-a.  ol e ra-
ción de medir tiene por objeto determinar cuantas veces 
J 
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una cantidad contiene á su unidad; y la operación de divi-
dir enteros, tiene por objeto determinar cuantas veces el 
dividendo contiene al divisor;í 2.4 En la operación de medir 
puede suceder que la cantidad contenga un número exacto 
de veces á la unidad, entonces el resultado es un número 
entero; y en la operación de dividir puede suceder que el 
dividendo contenga al divisor un número exacto de veces, 
entonces el cociente es también un número entero; 3.a En 
la operación de medir puede suceder que la cantidad no 
contenga un número exacto de veces á la unidad, pero con-
tenga un número exacto de veces á una parte alícuota de 
ella, entonces el resultado es un número fraccionario; y en 
la operación de dividir puede suceder que el dividendo no 
contenga un número exacto de veces al divisor, más con-
tendrá siempre un número exacto ele veces la unidad á la 
que se hallan referidos el dividendo y el divisor, entonces el 
cociente es también un número fraccionario. _pesar de es-
tas analogías existe una diferencia y es que en la operación 
de medir puede suceder que la cantidad no contenga un 
número exacto de veces ni á la unidad ni á ninguna parte 
alícuota de ella, entonces el resultado es un número inco-
mensurable; en la operación de dividir nunca puede suceder 
que el dividendo no contenga un número exacto de veces 
ni al divisor ni á una parte alícuota ele él. Por tanto toda di-
visión inexacta será un número fraccionario y para escribir 
un número fraccionario se puede seguir la regla siguiente: 
77. •R GLA PARA ESCRIBIR UN N(`MMERO FRACCIONARIO. 
Se tra;a urna raya, encinta se escribe el numerador y debajo 
et datomivador.I 
Ejemplos: Si queremos escribir el número fraccionario 
cinco octavos, aplicando la regla. escribiremos 
- x- • 
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Si queremos escribir el número fraccionario veinte y 
 
cuatro treinta y cinco ayos, aplicando la regla, escribire- 
21 
mos -¡;,  
78. I REGLA PARA ESCRITO UN NÚMERO FRACCIONARIO 
ENUNCIARLO. Se enuncia primero el numerador, como si  
fuese entero, y  después el denominador con la terminación  
correspondiente. i  
Ejemplos: Si queremos enunciar los números fraccio-
narios 1S -4j' aplicando la regla diremos, siete nove-
nos, ocho trece ayos, trescientos cuarenta y seis seiscientos  
cincuenta y dos ayos.  
79. Siendo todo número fraccionario escrito, una divi-
sión indicada, toda división indicada se la puede considerar  
• como un número fraccionario por más que ya sabemos que  
el cociente de una división puede ser un número entero.  
Esto ha hecho que se dividan los números fraccionarios en  
propios é impropios.  
( NC*MII:RO FRACCIONARIO PROPIO, es aquel ea que el nu- 
merador no es múltiplo del denominador, 
Ejemplos: 7 ,^  „ Ÿ • 
'NÚMERO FRACCIONARIO IMPROPIO, es aquel en que el 
numerador es múltiplo del dcnominador 1 
Ejemplos: 	 '—, "• 
,El número fraccionario propio se divide en puro y 
espúrio.l 
 
, NÚMERO FRACCIONARIO PURO, es aquel en que el nume- 
rador es menor que el denominador,  
5 	 t 	 46 	 1976 
Ejemplos: -77 q, 
 
NÚMERO FRACCIONARIO ESPÚRIO, es aquel en que el lin- 
merador es mayor que el denominadvri 
IS 
¡-• Ejemplos: 	 . 
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EscoLto. Los números fraccionarios se les acostum-
bra también á llamar quebrados ó fracciones indistintamen-
te, por más que algunos autores proponen llamar quebrados 
ó fracciones á los números fraccionarios puros, y llamar á 
los números fraccionarios espúrios y aun á los impropios 
números fraccionarios; nosotros consideramos como sinóni-
mas las tres expresiones, números fraccionarios, fracciones 
y quebrados. 
Como los quebrados decimales son un caso particular 
de los ordinarios, podríamos aplicar la numeración de estos 
á aquellos siempre que lo deseemos y nos tenga cuenta; 
como ocurre algunas veces en el cálculo. 
11.•••11111• 
• 
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CAPÍTULO II. 
Sistemas de ntensuración. 
Litt`C ION 6.' 
St.•t 'inn• ale uaennurna•1(.n a•111 p;.• florist. 
80. Para contar como para medir, necesitarnos unida-
des con quien comparar la cantidad que tengamos que con-
tar ó medir; y si bien es cierto que la unidad de contar no 
es arbitraria y la de medir sí, no obstante necesitamos en 
las relaciones científicas, industriales, comerciales y aun en 
los usos comunes de la vida real, convenir en unidades de-
terminadas con el fin de entendernos, corno necesitamos un 
lenguaje que á ser posible fuera universal. Todos los traba-
jos de la ciencia, en sus distintas manifestaciones, han ten-
dido y tienden á conseguir tan ambicionado desideratum; 
y por eso se han hecho ensayos ya de sistemas de contar 
y medir universales, ya de idiomas universales, ensayos que 
si aun no han pasado á ser una realidad, es de esperar que 
llegue el dia en que se venzan los obstáculos que á ellos 
se oponen. Mientras tanto, si no hay un sistema de contar 
y medir universal, ni un idioma universal, por lo menos, 
para entenderse los individuos de una misma Nación, nece-
sitan y tienen un sistema de contar y medir propio, como 
necesitan y tienen un idioma propio. Así como hemos dicho 
que las cantidades una vez medidas se pueden contar sus 
unidades, cuando se las cuenta con unidades convenidas se 
acostumbra á decir que se las mide, porque adquieren pro-
piedades de las de medir: esto ha hecho que se llamen uni- 
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dades de medir lo mismo á las unidades de contar que  a las 
de medir adoptadas por los individuos de u a Nación, y si 
esta adopción está sancionada por una Ley, al conjunto de  
las unidades expresadas en la misma se llama Sistema de  
mensuración legal.  
(Necesitarnos por tanto, conocer diversas unidades si  
hemos de formarnos idea de la magnitud de las cantidades , 
que hayamos de contar 6 medir) con solo el enunciado de  
número de unidades que las constituye;(pues de otra suerte  
sería imposible que nos entendiéramos.  
La ciencia tiene unidades conocidas del Mundo civili  
zado, tales son las de fuerza, calor, luz, electricidad y otras  
claro está, que todas ellas debieran de formar parte de  
un sistema de mensuración científico; pero como para enten  
der este sistema serían precisos conocimientos que no tie -
nen los que dán los primeros pasos en la ciencia, y po r 
otra parte ninguna persona, por poca instrucción que tenga  
puede dispensarse de contar y medir, si ha de vivir en so  
ciedad; se ha hecho necesario que cada Nación establezca  
legalmente las unidades de medir indispensables en los usos  
comunes de la vida, dejando á la ciencia las restantes  
Hasta ahora las cantidades que constantemente necesita-
mos medir y cuyas unidades no está dispensado nadie de  
conocer son: unidades dee dinero, cuentos, tiempo, ángulos,  
longitud, superficie, voluzen, y peso. Las unidades de di- 
nero se llaman monedas su designadión legal en peso, ta - ^  
maño y valor se acostumbra á llamar Sistema monetario.)  
Las unidades de cuentos se usan en el Comercio y suelen  
conocerse en todas las Naciones cultas] (Las unidades de  
tiempo están tomadas en la naturaleza y son las mismas en  
todos los paises civilizados. ;1Las unidades de ángulos se  
usan frecuentemente en Matemáticas y se hallan igualment e 
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extendidas que las ele tiempo. Las unidades de longitud, 
superficie y volumen se llaman vulgarmente medidas; y las 
de peso pesas. La designación legal de unas y otras cons-
tituye el sistema de pesas y medidas de cada país  i. 
81. Antes de entrar en la exposición ele las Condiciones 
de un Sistema de mensuración, tanto para que sea bueno 
como para que pueda ser universal, vamos á dar, con la 
mayor concisión y claridad posibles, algunos conocimientos 
indispensables para formarnos cabal juicio de cualquier 
sistema de mensuración. 
Si atendemos á lo que nos rodea podemos, sin gran 
esfuerzo, hacernos cargo que el Espacio se halla total-
mente ocupado, por loue se denomina malcría, que como 
él es infinita y çontfnual Espacio desprovisto de materia 
se llama vado. ?La materia determinándose dá lugar á los 
cueros, que tienen, entre otras propiedades generales, la 
de ocupar un lugar en el Espacio que se denomina exlen-
sion)la de tender todos, una vez abandonados á sf mismos, 
al centro de la tierra que se llama gravedad;, y la de tener 
mayor ó menor cantidad de calor sensible que se llama 
lemperalura)..a extensión constituye, como ya sabemos, 
el objeto de la Geometría; y el cuerpo geométrico se le 
considera desprovisto de materia, careciendo por tanto de 
las propiedades que dependen de la misma.+,Para determi-
nar aun cuerpo geométrico, se le considera extenso en tres 
sentidos que se llaman dimensiones que toman vulgarmente 
los nombres de lay -; o, ancho y grueso ó bien longitud, lall-
lud y profundidad á quien también se llama altura. Lo 
que separa á un cuerpo del espacio que ocupa ó el límite 
de un cuerpo se llama superficie; y para su determinación 
se la considera extensa en dos sentidos ó tiene dos dimen-
siones, que son longitud 6 largo y latitud ó ancho. Lo que 
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separa á una superficie de otra ó el límite  d - una superficie 
se llama linea;  y para su determinación  se la considera 
extensa en up solo sentido ó dimensión,  que es longitud ó 
largo. Lo que separa una línea de otra,  ó el límite de una 
línea se llama punto; y es el límite elemental de la exten-
sión, no considerando en él, por tanto,  ninguna dimensión. 
Estos conceptos de cuerpo, superficie  y línea, así como 
de sus dimensiones, nos sirven para  medirlos comparándo-
los con unidades de la misma especie. La medida de una 
línea se llama su longitud: de aquí que á las unidades de 
lineas se las llame también de longitud. La medida de una 
superficie se llama área: de aquí que á las unidades de 
superficie se las llame también de área 
 ó cuadradas por la 
figura que tienen. La medida de un  cuerpo se llama volu-
men: de aquí que á las unidades de  cuerpos se las llame 
también de volumen ó cúbicas por la figura que tienen. 
Las líneas se dividen en rectas y curbas.  Línea recta 
es la menor distancia entre (los puntos; corno el borde de 
una regla bien construida: y curba es la 
 que ni es recta, ni 
se compone de líneas rectas. Las superficies se dividen en 
planas y curbas. Superficie plana ó plano es aquella con la 
cual coincide una recta aplicada á dos cualesquiera de sus 
puntos: y curba la que ni es plana ni se compone de super-
ficies planas. 
CIRCUNFERENCIA, es una línea curba cerrada y plana, 
cuyos puntos equidistan de uno interior llamado centro: 
CÍRCULO es la porción de plano limitado por la circunferen-
cia. RÁuio, es toda recta que partiendo 
 del centro termina 
en cualquier punto de la circunferencia. CUERDA, es toda 
recta que une dos puntos cualesquiera de la circunferencia. 
DIÁMETRO, es la cuerda que pasa por el centro. ARCO, es 
una porción cualquiera de la circunferencia. 
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La figura primera repre-
senta una circunferencia cu-
yo centro es O; el círculo es 
el plano limitado por la cir- 	 , 	 ! 
cunferencia: la recta O A es 
I un radio; la recta A B es Î 
 una cuerda; la recta A C es 
un diámetro, y la porción de 
circunferencia A D B es un 
arco. 
IANGct.o, es la porción 
de plano indefinido, cona- 
	
e 
prendido entre dos rectas 
que terminan en su común 
intersección. Las rectas 
que forman el ángulo . se 
llaman lados y el punto 
en que Sc cortan verlirc. 
Un ángulo se 
expresa con tres 
letras, una de 
cada lado y la 
del vértice en 
medio; cuando 
está solo se pue-
de expresar por 
la letra del vértice. 
La figura s. a representa un ángulo cuyos lados son 
AB y A C y el vértice A y ,ara expresarlo diríamos cl 
ángulo C A B 6 el ángulo A. i ngulos adyacentes son los 
que tienen el vértice y un lado común y los otros dos lados 
en linea recta. lina recta es perpendicular á otra cuando 
ViR. I . 
i ' 
V lpC. 2.' 
FIR. 3.' 
4 
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forma con ella ángulos adyacentes iguales.) Ángulo recto  
el ángulo formado por dos rectas perpendiculares. Aug  
obtuso es el ángulo mayor que el recto.  Ángulo agudo e: 
ángulo menor que el recto. En la figura 3. a los ángu 
 C E y B C E son adyacentes, la recta D C es perp 
dicular á la A B; el ángulo A C D es recto; el áng 
A C E es obtuso; el ángulo B C E es agudo. 
Recias paralelas, son 
las que estando en un 
mismo plano por más que 
se prolonguen no se en- 
cuentran. 
Planos paralelos, son 
los que por más que se 
prolonguen no se encuen- 
tran 
Cuadrilátero, es la 
 porción de plano limitado 
por cuatro rectas que se 
cortan dos, á dos :\' las 
rectas que le limitan se 
llaman lados y los ángu- 
los que forman ángulos 
del cuadrilátero. 
A 
c 
          
          
          
 
E 
        
          
           
           
  
Fig. 5.• 
n 
   
Paralelógramo, es el cuadrilátero cuyos lados son pa-
ralelos dos á dos. 
 
Rectángulo, es el paralelógramo cuyos lados contig uos 
son desiguales y los ángulos rectos. 
 
Cuadrado, es el paralelogramo cuyos lados son igua-
les y los ángulos rectos. 
 
La figura 4.a A B C D es un rectángulo ; los lados  
^l 
el 
ulos 
en- 
ulo 
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opuestos A 11 y C D así como A C y B D son rectas pa-
ralelas y los cuatro ángulos son rectos: E F G H es un  
cuadrado: en que como todos los lados son iguales, sus  
dos dimensiones longitud y latitud son también iguales.  
Cilindro, es un cuerpo engendrado por un rectángulo 
que gira al rededor (le uno de sus lados.  
Altura del cilindro, es el lado al rededor del cual  
gira el rectángulo; que también se llama eje.  
(Bases del cilindro, son los círculos engendrados por 
los lados del rectángulo adyacentes al eje. Estos círculos 
son planos paralelos. 
(Superficie cilíndrica, es.la engendrada por el lado del 
rectángulo opuesto al eje. 
La figura 5.n 
 A B C D es un cilindro engendrado 
por cl rectángulo C D O O' y O O' es la altura ó 
eje O C y O' I) engendran las bases que son los círcu-
los O y O' y C D engendra la superficie cilíndrica. 
	
Paralcic»tedo, es el espacio 	 ,,. ;g_ O . ' 
limitado por seis paralelógramos  
paralelos dos á dos que se llaman \\ 
caras; ]as caras opuestas de todo  
paralelepípedo son iguales además  
de ser paralelas, y los lados de  
las caras se llaman aristas.  
La figura 6.' representa un pa-  
ralelepípedo en que las aristas  
	
Í 	 ^ 
que concurran en un mismo punto  
son desiguales, siendo por tantto  
	
sus tres dimensiones: longitud, la- 	 \ ^ 	 _ 
titud y altura, también desiguales.  
1 
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Fig. 7.. 
Cubo: es el espacio limitado  
por seis cuadrados iguales: los  
lados de los cuadrados se lla- 
man aristas, del cubo. • 
La figura 7. a  representa un  
cubo en que como todas las  
aristas son iguales sus tres di-
mensiones longitud, latitud y al- \  
tura son también iguales.  
i2. (La gravedad) se estudia en Física, reconociendo  
por causa la atracción de la materia; así como ella es la  
causa de la caida de los cuerpos y del peso de los mismos:  
este, (e divide en absoluto, relativo y especifico.  
(Peso absoluto, es la resultante de la acción de la gra-
vedad sobre todas las partes de un cuerpo. 
 
(Peso relativo, es la relación entre el peso de un cuerpo  
y el de otro que se toma por unidad; se determina con las  
pesas y la balanza ó cualquier otro aparato destinado á  
pesar como la romana y la báscula, aparatos conocidos de  
todos y cuyo estudio corresponde á la Mecánica. 
 
(Peso especco, es la relación entre el peso relativo dE  
un cuerpo y el de otro, de un volumen igual al suyo, quf 
 
se toma por unidad, El peso específico suele llamarse tam 
 
bién densidad, por más que no se expresa lo mismo con  
las dos palabras; una vez que la densidad es la cantidad de 
 
materia en la unidad de volumen; que corno se vé, no re 
 
conoce por causa la gravedad: no obstante se usan incli ^ 
tintamente por ser iguales las relaciones entre los pesos 
 
específicos y las densidades. 
 
83. Los estados de los cuerpos reconocen por causa  
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la mayor ó menor unión de sus partes y son tres: sólido, 
líquido y gaseoso.  
(Cuerpo sólido, es aquel cuyas partes están tan unidas 
 
entre sí que no es posible separarlas ni variar la figura del 
 
cuerpo sin un esfuerzo mayor ó menor.) Tienen por tanto 
 
figura propia, como por ejemplo: las piedras, los árbo-
les, etc.  
Cuerpo líquido, es aquel cuyas partes tienen poca 
 
unión entre sí, siendo por tanto fácil su separación J No 
 
tienen figura propia y afectan la de los vasos que los con-
tienen; como por ejemplo el agua, el alcohol, el mercu-
rio, etc.  
^ Cuerpo gaseoso, es aquel cuyas partes no solo están  
poco unidas, sino que tienden constantemente á separarse;  
por cuya razón llenan todo el espacio que encuentran va-
cío. No tienen figura propia y afectan las de los vasos  
en ue se los encierra; como por ejemplo el aire, el hu-
mo, etc.  
84 Todos hemos tenido ocasión de observar que(el  
calor obrando sobre los cuerpos, los. hace aumentar de vo-
lumen, ó lo que es lo mismo los dilata: esto ha dado lugar  
á construir aparatos destinados á apreciar la temperatura  
de los cuerpos por la dilatación de los mismos; estos apa-
ratos se llaman termómetros; y se dividen por el estado en  
que se encuentra la sustancia dilatable en(pirómetros, ter-
mómetros y termóscopos)  
(Pirómetros, son termómetros, cuya materia dilatable  
es un cuerpo sólido) que tienen por objeto apreciar' altas  
temperaturas.  
(Termómetros propiameu te dichos, son aquellos, cuya  
materia dilatable es un líquido) que tienen por objeto apre-
ciar temperaturas ordinarias.  
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Termnóscoyos, son los termómetros} cuya materia dila-
table es un gas) que tienen por objeto apreciar  pequeñas 
temperaturas. 
Los tratados de física se ocupan detenidamente  del 
estudio de todos ellos; nosotros vamos á ocuparnos exclusi-
vamente del Termómetro centigrado ó  de Celsio: este ter-
mómetro se construye con un tubo de vidrio cerrádo por 
un extremo y terminado por otro en un pequeño depósito 
lleno del líquido que se emplee, que suele ser el mercurio 
ó el alcohol, hasta ocupar también una parte del tubo en 
cuya longitud ó en la planchuela en que se fija se escribe 
la graduación; esta se hace determinando dos puntos lla-
mados fijos y dividiendo su distancia en cien partes iguales: 
estos dos puntos fijos son: las temperaturas del hielo ma-
chacado y del agua hirviendo; para señalar estos puntos se 
coloca el tubo en un vaso que contenga hielo machacado y 
se pone cero en la parte del tubo en que se fije el líquido; 
después se coloca el tubo en un vaso que contenga agua 
hirviendo de manera que reciba los vapores del agua po-
niendo ciento en la parte del tubo donde se fije el líquido, 
quedando así construido el Termómetro centigrado pudien-
do prolongarse su graduación debajo del cero para apreciar 
temperaturas inferiores á las del hielo machacado, y supe-
riores á las del agua hirviendo prolongándola por encima 
del ciento. 
85. Las condiciones que debe satisfacer todo sistema 
de mensuración son: 6.a 
 tener unidades de las diversas es-
pecies de cantidades que nadie se halla dispensado de co-
nocer; 2.a 
 que las unidades de las diversas especies se de-
duzcan de una unidad tomada de la naturaleza con el fin 
de poderse comprobar en todo tiempo; y 3.a que las unida-
des de una misma especie se deduzcan unas de otras me- 
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diante una ley que á ser posible sea la del sistema de 
numeración adoptado. ) 
UNIDAD FUNDAMENTAL, es aquella de la cual se dedu- 
cen todas las demás del sistema. 
UNIDAD PRINCIPAL, es aquella de la cual se deducen 
todas las de su misma especie..; 
UNIDAD USUAL, es aquella que eu cada especie se em-
plea on más frecuencia.) 
(MONEDAS, son los objetos que representan un valor 
convencional; y que sirven pura cambiarse por todos los 
demás.} Se dividen en efectivas, imaginarias, de cuenta y 
de cambio. 
(MONEDAS EFECTIVAS, son las que !ienen el valor de 
una pieza itcuñada con las condiciones legales.' 
MONEDAS IMAGINARIAS, son las que tienen un valor 
que no pueden tener equivalencia flor una sola de las 
efectivas. ; 
MONEDAS D,E CUENTA, son las que se emplean para con- 
tar en los usos comunes y en los documentos oficiales/ 
MONEDAS DE CAMBIO, son las que sirven para efectuar 
las transacciones con las naciones extranjeras) 
/
En la acuñación de las monedas se emplean los meta- 
les, loro, plata, cobre, zinc y  estaño;) habiendo por tanto 
monedas de oro, que se componen de oro y cobre predomi-
nando el primero que las dá el nombre, y empleando solo el 
segundo con el fin de que se desgasten menos por el uso; 
monedas de plata que se componen de plata y cobre pre-
dominando la primera que dá el nombre, y empleando solo 
el segundo con el mismo fin que hemos dicho en las de oro: 
monedas de cobre compuestas ele cobre; estaño y zinc, pre-
dominando cl primero que dá el nombre y empleando los 
otros (los con el fi n expresado en las anteriores. 
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( LEY DE UNA MONEDA, es la cantidad que contiene del 
metal que la dá el nombre. 
(TALLA DE UNA MONEDA, es el número de estas que en- 
tra en la unidad usual de leso)  
ÿ^(Las unidades de superficie en todos los sistemas de  
mensuración, son cuadrados que tienen por lados las unida-
des lineales, siendo sus relaciones las segundas potencias ó  
cuadrados de las unidades linea- ri g. s.• 
les) Para ver esto con claridad  
tracemos un cuadrado figura 8.a  
cuyo lado supondremos es una  
unidad lineal, si dividimos dos  
lados adyacentes en dos partes 	  
iguales y por el punto de divi- 
sión de cada lado se traza una  
paralela al otro queda dividido  
el cuadrado en cuatro cuadra- 
dos iguales, cuyo lado es la mitad .del cuadrado primitivo;  
es decir, que siendo el lado del cuadrado propuesto dos. 
 
veces el lado de los cuadrados resultantes, el cuadrado pro-
puesto contiene al cuadrado cuyo lado es la mitad del pri-
mitivo 22=4 ó lo que es lo mismo que la relación de los 
 
cuadrados es la misma que la de las segundas potencias de 
 
sus lados. La dificultad que necesariamente tienen que en-
contrar las personas que ignoran lo que es cuadrado de un 
 
número, ha hecho que en todos los sistemas de muisura-
ción, haya lo que se llaman unidades agrarias, porque sir-
ven para medir los campos, unidades que, sin dejar de ser 
 
cuadrados, sus relaciones no son segundas potencias de las 
 
unidades lineales. • 
Las unidades de volumen, en todos los sistemas de 
 
mensuración, son cubos que tienen por aristas las unidades 
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lineales siendo sus relaciones los cubos de las relaciones li- 
neales. /Para comprender esto tra- 
cemos un cubo figura 9. a cuya 
arista sea una unidad lineal, si di-
vidimos las tres aristas que con-
curren en un punto en dos partes 
iguales y por el .punto de división 
de la altura se traza un plano pa- k 
raleo á las caras opuestas que 
unen la altura y que ;e llaman ba-
ses, queda el cubo di"idido en dos 
para lelepípedos iguales, cuyas bases son las del cubo; divi-
diendo las bases del cubo en cuatro cuadrad os iguales, cada 
para. lelepípedo contendrá cuatro cubos cuya arista será la 
mitad de la del cubo propuesto, por tanto este contendría 
ocho de estos cubos iguales; es decir que la relación de dos 
cubos es la misma que la de las terceras potencias de sus 
aristas. La dificultad que hemos dicho existía en las unida-
dades superficiales para las personas que ignorasen lo que 
era cuadrado de un número; existe aquí para los que igno-
ren lo que es cubo de un número; y así como allí se salvó 
la dificultad, teniendo todos los sistemas de mensuración 
unidades agrarias, se salva aquí, teniendo también todos los 
sistemas de mensuración unidades que se llaman de capaci-
dad que sirven para medir los áridos y los líquidos, unida-
des que sin dejar de ser cubos ó tener por lo menos su 
equivalencia en unidades cúbicas, sus relaciones no son 
terceras potencias de las que existen entre las unidades 
lineales. 
La unidad principal de peso en todos los sistemas de 
mesuración es el peso en el vacío del agua destilada, á la 
temperatura de cuatro grados ciel Termómetro centigrado, 
rig. n.• 
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contenida en un cubo cuya arista es una unidad lineal. Se 
pesa en el vacío para que no influya la atmósfera que nos 
rodea y que es diferente en cada punto del globo, se toma 
el agua destilada porque este líquido es igual en todas las 
partes del globo, lo que no sucede con el agua que ordi-
nariamente bebemos, y se toma la temperatura de cuatro 
grados del Termómetro centigrado porqué á esta tempe-
ratura es cuando el agua tiene mayor densidad, es decir, 
que en igualdad de volúmenes pesa más que á cualquiera 
otra temperatura. 
Al tratar de adoptar un solo sistema de mensuración 
para el mundo civilizádo es preciso que el que haya de 
adoptarse, sea, no sólo bueno sinó que tenga condiciones 
de universalidad. 
Las condiciones de un sistema de mensuración para 
que sea bueno son las que hemos dicho debe de satisfacer 
todo sistema de mensuración; más si además ha de ser uni-
versal necesita tener las siguientes:6 .a que sea bueno ; 2.a 
que la ley, mediante la cual las unidades de una misma 
especie se han de deducir de la principal, sea la decimal 
por estar generalmente adoptada; 3.a que la unidad fun-
damental esté tomada en la naturaleza, y en un punto tal 
que sea igualmente axequible á todas las naciones:' porque 
así se podrá comprobar cuando se necesite, cualquiera que 
hayan sido las vicisitudes de los tiempos, y no podrá lasti-
marse el espíritu de nacionalidad; y6.a que los nombres de 
las unidades estén tomados de lenguas muertas) ó que no 
se hablen en la actualidad en ninguna Nación, y que sean 
tales que nos indiquen no solo la especie de la unidad, sinó 
su relación con la principal. 
De los sistemas de mensuración que hoy existen en 
las naciones civilizadas, ninguno por desgracia reune las 
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condiciones que hemos señalado, ni para ser bueno, ni para 
ser universal: (el mejor, hasta la fecha, es el Sistema métrico 
decimal, legal hoy en España y en algunas otras naciones; 
pues si bien es cierto que le faltan algunas condicione s i 
 para ser no solo universal sino bueno, no obstante tiene la 
segunda y tercera de las condiciones que necesita tener un 
sistema para ser bueno y la segunda y cuarta de las que 
necesita para ser universal; condiciones que no tiene nin-
guno de los demás. 
El Sistema métrico decimal, le propusieron sus inven-
tores como sistema de mensuración universal para lo cual 
descartaban las unidades de tiempo, las de cuentos, las de 
dinero y las de ángulos quedando así reducido á un siste-
ma de pesas y medidas, lo que como es lógico no resolvía 
el problema de un sistema de mensuración universal. Co-
nocidos estos inconvenientes quisieron extenderle á medir 
el tiempo, los ángulos y el dinero, sin éxito alguno; pues 
como ya liemos dicho las unidades de tiempo están toma-
das de la naturaleza y son universalmente conocidas, y las 
de ángulos siguen una ley más conveniente que la decimal 
en la Geometría donde frecuentemente se usan. A pesar 
de todos estos inconvenientes la ventaja de seguir la ley 
decimal las unidades de una misma especie le hace muy 
superior á todos los conocidos, los cuales no solo no tienen 
esa condición sinó que las unidades de la misma especie 
no siguen ninguna ley,•es decir, que forman un sistema de 
numeración irregular. 
(Antes de adoptarse en España el Sistema métrico de-
cimai se hallaba establecido el sistema llamado de pesas y 
medidas de Castilla; pues se excluian, como ya hemos he- 
cho notar, las unida es de dinero, de cuentos, de tiempo y 
angulares: este sistema es el primero que vamos á exponer 
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por usarse aun más que el legal, incluyendo las unidades 
de dinero, de cuentos, de tiempo y angulares, comunes hoy 
por hoy á todol los sistemas de. men suración. 
ESCOLIO. C En todos los sistemas de mensuración con 
el fin de facilitar las transacciones se admiten el doble, la 
mitad y la cuarta parte de las unidades del sistema.) 
LECCIÓN 
Sis toma do mensuración do Castilla. 
86. Sabido es que nuestra Nación se ha constituido 
For la agregación de distintos Reinos y Principados que 
cada uno tenía su sistema de mensuración, de aquí el que 
se tratase de uniformar las unidades de medir en toda Es-
Faña; con cuyo objeto se publicó la Real Pragmática de 
veinte de Febrero de mil ochocientos uno en cuyo preám-
bulo se manifiesta: « y para que se logre la utilidad Real 
de esta uniformidad con la menor incomodidad posible de 
los pueblos, ha resuelto S. M. que se tomen por normas 
las pesas y medidas que están en uso más generalmente 
en estos Reinos, prefiriendo el evitar la confusión que de 
alterarlas resultaría al darlas cierto orden y enlace sistemá-
tico que se podría desear. » Lo que prueba que no solo se 
sentía la necesidad de uniformar las unidades de .medir en 
toda España, sinó que también la de que el nuevo sistema, 
que reemplazase á los que existían en las distintas locali-
dades, tuviese mejores condiciones que ellos: no obstante, 
el temor de la confusión que resultaría de adoptar un sis-
tema nuevo hizo que se adoptase el que más extendido es-
taba por España que era el de Castilla, cuyas unidades se 
expresan en la Real Pragmática citada. A pesar de la gran 
utilidad de esta medida y de preveer lo difícil que sería 
adoptar un sistema nuevo, las localidades que venían em- 
Unidades de longitud. 
El pié de Burgos I millonésima parte del Ecuador, 
es la unidad fundamental. Legua 2 0.000 piés, estadal 4 
varas ó 12 piés, pié 12 pulgadas ó 16 dedos, pulgada 12 
líneas, línea 12 puntos. La unidad principal era el pié; y 
la usual la vara de Burgos. 
En la marina se empleaban: legua marina 20.000 
piés geométricos, ó 19.98o piés de Burgos, milla 6.66o 
piés, ó i o cables, cable 666 piés, o I I I brazas , braza 6 
piés, codo de ribera 2 piés y 9 líneas, ó 33 dedos. 
Unidades de superficie. 
Legua cuadrada 2o.o0o4=400,000,00o piés cuadra-
dos, estadal cuadrado 4á=16 varas cuadradas, ó 1 2 4=1 44 
piés cuadrados, vara cuadrada 3 4=9 piés cuadrados, pié 
cuadrado 1 2 4=144 pulgadas cuadradas, pulgada cuadra-
da 124=1 44 líneas cuadradas, linea cuadrada 122=144 
puntos cuadrados. La unidad principal y usual es el pié 
cuadrado, que es un cuadrado que tiene por lado un pié. 
A ;RARIAS: fanega de tierra, cuadrado que tiene por 
lado 24 estadales, teniendo por tanto 244=576 estadales 
cuadrados, aranzada, cuadrado que tiene por lado 20 esta-
dales, teniendo por tanto 202=400 estadales cuadrados. 
La fanega se divide en 12 celemines, y 'el celemín en 4 
cuartillos. _ z 
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Aleando otras unidades de medir continuaron usándolas, 
cumpliendo solo con el precepto legal en los documentos 
oficiales; y aun hoy que hay ya otro sistema legal las con-
tinúan usando. 
87. Las unidades establecidas legalmente en España 
al adoptarse el nuevo sistema son las siguientes: 
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Unidades de volumen. 
Legua. cúbica 20.000' =8,000,000,000,000 piés cúbi-
cos estadal cúbico 4''-6 4 varas cúbicas ó I  I.7 28 piés cú-
bicos, vara cúbica 3'=27 piés cúbicos, y5ié cúbico 1 2 3-1.728 
pulgadas cúbicas, pulgada cúbica 123=1.728 puntos cúbi-
cos. La unidad principal y usual era el pié cúbico que es un 
cubo cuya arista es un pié. 
UNIDADES DE CAPACIDAD PARA ÁRIDOS: Cali r I2 fa-
negas, fanega 1 2 celemines, celemín 4 cuartillos. La unidad 
principal y usual era la media fanega de Ávila, equivalente 
á 2.2 20 pulgadas cúbicas. 
UNIDADES DE CAPACIDAD PARA LÍQUIDOS: Moyo 16 
cántaras, cántara 8 azumbres, azumbre 4 cuartillos, cuar-
tillo 4 copas. La unidad principal y usual era la cántara 
de Toledo, equivalente á 1.2896 pulgadas cúbicas. El 
aceite se mide por las unidades de peso. En el arqueo de 
los buques se empleaba la tonelada .de arqueo 8 codos cú-
bicos de ribera ó 7o'189 piés cúbicos. 
Unidades de peso. 
Tonelada 20 quintales, quintal 4 arrobas, arroba 25 
libras, libra 16 onzas, onza 16 adarmes, adarme 3 tomines, 
tomín 12 granos. La unidad principal y usual era el  marco 
de Castilla 6 media libra, que es el peso en el vado de 18`42 
pulgadas cúbicas de agua destilada a la temperatura de 4 
grados del termómetro centigrado. 
En la farmacia se empleaban; libra medicinal 12 
onzas, onza 8 dracmas, dracma 3 escrúpulos, escrúpulo 24 
granos. 
En la platería se empleaban, marco 8 onzas, onza 8 
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ochavas, ochava 6 tomines, tomin 3 quilates, quilate 4 
granos. 
Unidades de dinero. 
MONEDAS DE ORO: Onza ó doblón de 8 escudos 320 
reales de vellón, media onza ó doblón de á 4 escudos 16n 
f reales de vellón, ochentin 6 doblón de á 2 escudos 8o rea-
les de -vellón, escudo ó doblilla 4o reales de vellón, escudito 
ó chispín 20 reales de vellón, (v endito de prcuzio ó coroni-
lla vieja 21 .1- reales de vellón. 
MONEDAS DE PLATA: Duro ó peso fuerte 20 reales de 
vellón, medio duro ó escudo io reales de vellón, j5eseta co-
lunzzzaria ó dable real fuerte 5  reales de vellón, peseta O 
doble real sencillo 4  reales de vellón, real fuerte 2_.'2 _1a- 
les de vellón, real sencillo 2 reales de vellón, medio real 
fuerte I_______1  reales de vellón, medio real sencillo ó realín I 
real de vellón. 
MONEDAS DE COBRE: DOS C11(1rtoS 8 maravedises, cuar-
to 4  maravedises, o Izavo 2 mar edises. 
MONEDAS IMAI 1NARIAS: Doblón 6o reales de vellón, 
peso 15 reales de v lló , ducado I 1 reales de vellón. La 
moneda de cambio eta el eso fuerte 
La unidad principal era el'i I de vellón, moneda de 
plata á la ley de once dineros' áa talla de 175 en mar-
co. Para la ley de las monedas de plata, el riel ó plancha 
(le plata y cobre se dividía en doce partes iguales llamadas 
dineros; y para las de oro en veinticuatro partes iguales 
llamadas quilates. 
Unidades de cuentos. 
Gruesa 12 docenas, docena 12 cosas, sesclztelza 4 
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quincenas, quincena i 5 cosas, generalmente dias de tra-
bajo, bala io resmas, resma zo manos, mano 5 cuaderni-
llos, cuadernillo 5 pliegos. 
Unidades de tiempo 
Siglo z oo años, lustro 5 años, año t 2 meses, mes 28, 
29, 30 ó 3 t dias, semana 7 dias, día 24 horas, hora 6o mi-
nutos, minuto 6o segundos, segundo 6o terceros y así su-
cesivamente. Las unidades principales y usuales son el año 
y el día, tomadas las dos en la naturaleza: año es el tiempo 
que tarda la tierra en dar una vuelta alrededor del sol; tie-
ne 365 dias, 5 horas, 48 minutos y 48 segundos: el año 
común tiene 365 dias ó 366 si es bisiesto, repartidos en los 
doce meses del año, á saber: Enero 3 t, Febrero 28 6 29 si 
el año es bisiesto, Marzo 3 t, Abril 30, Mayo 31, ,junio 30, 
,julio 31,  Agosto 31, Setiembre 30, Octubre 31,  Noviem-
bre 3o y Diciembre 31; Año bisiesto es el que es divisible 
por cuatro sin serlo por ciento, excepto los que son divisi-
bles por cuatrocientos que también son bisiestos; esto es 
debido á que el exceso de los 365 dias fqrman cada cua-
tro años próximamente un día y lo que falta, cada cien 
años compone algo más de un día: los días, de la se-
mana son: Lunes, Martes, Miércoles, ,jueves, Viernes, Sá-
bado y Domingo. Día es el tiempo que tarda la tierra en 
dar una vuelta alrededor de su eje; las 24 horas de que se 
compone se dividen en dos períodos de á 12 horas y se 
distinguen con la denominación de mañana y tarde. 
Unidades an gulares. 
circunferencia 2 ángulos llanos, ángulo llano 2 ángu-
los rectos, ángulo recto 90° grados, grado 6o' minutos, mi- 
y 
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nuto 6o" segundos, segundo 6o"' terceros y así sucesiva-
mente. 
LECCIÓN s.' 
Sistema métrico decimal. 
87. Como el sistema de Castilla, según hemos visto, 
no satisface á las condiciones que necesita tener un sistema 
de mensuración para ser bueno; una vez que las unidades 
de la misma especie no obedecen á ninguna ley; se pensó 
reemplazarle por otro que cumpliera con las condiciones 
prefijadas. Sucedía esto cuando Francia había adoptado el 
Sistema métrico decimal, sistema que sus autores y defen-
sores propagaban como sistema que satisfacía á las condi-
ciones de ser universal: si esto es cierto como sistema de 
pesas y medidas, y en el supuesto de que todos los meri-
dianos del globo son iguales; no lo es de ninguna manera 
corno sistema de mensuración, pues prescindiendo de que 
la unidad fundamental está tomada en el meridiano de 
París, no tiene esta unidad relación alguna con las unida-
des de tiempo y angulares: no obstante; la ventaja de obe-
decer las unidades de una misma especie á la ley decimal 
y el estar medido el cuadrante del meridiano de París en-
tre Dunquerqu y Barcelona, habiendo tomado parte los 
Matemáticos Españoles Sres. Ulloa, Ciscar y Pedrayes, 
sino para la formación del sistema métrico para hacer una 
nueva medición del globo: hizo que se adoptase en Es-
paña el diez y nueve de Julio de mil ochocientos cuarenta 
y nueve el sistema métrico decimal como sistema de pesas 
y medidas; si bien en el sistema monetario se adoptó la 
división decimal de la unidad principal: siendo obligatorio 
el primero de Enero de mil ochocientos sesenta; el veinte 
y seis de Julio de mil ochocientos sesenta y cuatro se varió 
la unidad principal monetaria haciéndola diez veces mayor; 
5 
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en diez y nueve de Octubre de mil ochocientos sesenta y 
ocho se volvió á variar el sistema monetario, con arreglo á 
las bases del convenio internacional de veintitres de Di-
ciembre de mil ochocientos sesenta y cinco entre Francia, 
Bélgica, Italia y Suiza, pero sin quedar España ligada a 
él: este sistema es obligatorio desde treinta y uno de Di-
ciembre de mil ochocientos setenta. El Sistema métrico 
decimal, con las variantes en el sistema monetario que he-
mos dicho ha esperimentado, es obligatorio en España 
desde primero de Julio de mil ochocientos ochenta y está 
formado de las unidades siguientes: 
La unidad fundamental es el metro longitud igual á la 
diezmillonésima parte del cuadrante del meridiano de París. 
Unidades de longitud. 
La nomenclatura de estas unidades así como las de las 
demás especies que forman el sistema de pesas y medidas, 
es sistemática, y se forma anteponiendo al nombre de la 
unidad principal las palabras griegas miria que significa 
diez mil, kilo mil, hecto ciento, y deca diez, para los múl-
tiplos; y para los submúltiplos las palabras latinas deci que 
significa décima parte, centi centésima y mili milésima. 
Así tendremos para las unidades de longitud: metro unidad 
principal. MÚLTIPLOS, miriámetro diez mil metros, kilóme-
tro mil metros, hectómetro cien metros, decámetro diez me-
tros. SUBMÚLTIPLOS: decímetro décima parte del metro, cen-
tímetro centésima parte del metro, milímetro milésima parte 
del metro. 
Unidades de superficie. 
Unidad principal el metro cuadrado que es un cuadra-
do que tiene por lado un metro. MÚLTIPLOS, miriárnetro 
cuadrado I o.000? = I oo,000,000 metros cuadrados, kiló- 
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znelro cuadrado I ,000 =I,000,000 metros cuadrados, hec-
tómetro cuadrado oo2=10,000 metros cuadrados, decá-
metro cuadrado 102=100 metros cuadrados. SUBMÚLTIPLOS, 
decímetro cuadrado o' I 2—o`o i metros cuadrados, centíme-
tro cuadrado 0‘0 I2-0,000 I metros cuadrados, milímetro 
cuadrado 0'0012,-0'00000x metros cuadrados. 
AGRARIAS. Unidad principal el área que es un cuadrado 
que tiene por lado un decámetro. MÚLTIPLOS, hectárea Ioo 
áreas. SUBMÚLTIPLOS, centiárea céntesima parte del área. 
Unidades de volumen. 
Unidad principal metro cúbico que es un cubo que 
tiene por arista un metro. MÚLTIPLOS, miriámetro cúbico 
10.0003=1 000,000,000,000 metros cúbicos, kilómetro cú-
bico i.00&=I,000,000,000 metros cúbicos, hectómetro 
cúbico Ioo'—I, 000,000 metros cúbicos, decámetro cúbico 
I0;=1,000 metros cúbicos. SUBMÚLTIPLOS, decímetro cúbico 
0‘1'._-=0‘00 metros cúbicos , centímetro cúbico o'o I:I= 
o, `000,00 i metros cúbicos , milímetro cúbico 0‘00 1 7)=_-_ 
o,'000,000,00l metros cúbicos. 
UNIDADES DE CAPACIDAD PARA ÁRIDOS Y LÍQUIDOS. 
Unidad principal el litro que es una medida de forma cilín-
drica cuya capacidad es la de un decímetro cúbico. MÚLTI-
PLOS, miriálitro 10,000 litros, kilólitro I ,000 litros, hectó-
litro I oo litros, decálitro I O litros. SUBMÚLTIPLOS, decilitro 
o' I litro, centilitro o`o I litro, mililitro 0`00I litro. 
Unidades de peso. 
Unidad principal el gramo que es el peso en el vacío 
del agua destilada contenida en un centímetro cúbico á la 
temperatura de 4 grados del Termómetro centigradó. MÚL-
TIPLOS miriágramo 1 0.000 gramos, kilógramo 1.000 gra- 
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mos, hectógramo roo gramos, dec ágramo ro gramos. SUB-
MÚLTIPLOS: decigramo o' I gramo, centigramo o'o I gramo, 
miligramo o`oo I gramo. 
ESCOLIO. En este sistema todas las unidades princi-
pales son usuales, excepto la de peso que se usa con sus 
divisores en farmacia, siendo la unidad usual el kilógramo 
que se acostumbra á llamar kilo; y habiendo además para 
los grandes pesos el quintal métrico loo kilos y la tonelada 
métrica I .000 kilos, cuyas unidades como se vé se apartan 
de la nomenclatura. 
Sistemas monetarios. 
SISTEMA MONETARIO ADOPTADO EL 49. Unidad princi-
pal el real moneda efectiva de plata á la ley de o'835 y á 
la talla de 800 piezas en kilógramo. 
MONEDAS DE ORO: centén de Isabel roo reales, escudo 
4o reales, escudito 20 reales. 
MONEDAS DE PLATA: duro 20 reales, medio duro ro 
reales, peseta 4 reales, media peseta 2 reales. 
MONEDAS DE COBRE: medio real o'5o de real, cuartillo 
de real 0'25 real, décima de real o' I o real, media décima 
de real 0,05 de real. 
SISTEMA MONETARIO ADOPTADO EL 64: Unidad princi-
pal el escudo, moneda efectiva de plata á la ley de o'900 
y á la talla de 8o piezas en kilógramo. 
MONEDAS DE ORO: doblón de Isabel ro escudos, escudo 
4 escudos, escudito 2 escudos. 
MONEDAS DE PLATA: duro 2 escudos, peseta o`4 escu-
do, media peseta 
 0'2 escudo, real o'i escudo. 
MONEDAS DE COBRE: medio real o`o5o escudo, cuarti-
llo de real o'o25 escudo, décima de real o'olo escudo, me-
dia décima de real obo5 escudo. 
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SISTEMA MONETARIO DEL 68. Unidad principal la pese-
ta moneda efectiva de plata á la ley de o'835 y á la talla 
de 200 piezas en kilógramo. 
MONEDAS DE ORO: I o0 pesetas, 5o pesetas, 20 pese-
tas, I o pesetas, 5 pesetas; son las mandadas acuñar pero 
solo se han acuñado y puesto en circulación las de 25 pe-
tasI0Y5. 
MONEDAS DE PLATA: 5 pesetas, 2, I, o`5O y 0'20, si 
bien esta última no se ha acuñado. 
MONEDAS DE COBRE: 0'10 peseta, O`O5, 0`02, 0`OI COn 
los nombres vulgares de perra grande, perra chica, doble 
céntimo y céntimo. 
Unidades ungulares. 
Angulo recto I oo grados, grado I oo minutos, minuto 
I oo segundos, segundo I oo terceros y así sucesivamente. 
Escollo. Tratando de aplicar la ley decimal al tiempo 
se dividió el año en diez meses, el mes en decadas, el día 
en dos períodos de to horas, la hora en i oo minutos, el 
minuto en I oo segundos, el segundo en I oo terceros y así 
sucesivamente. Pero esta división, aunque se hizo cuando 
Francia soñaba con la Monarquía universal y se constru-
yeron relojes con arreglo á esta división del tiempo, no ha 
prevalecido y hoy no se usa en ninguna parte como sucede 
con las unidades ungulares. 
LECCIÓN 9.' 
Iteduecionos de nnldudea, en loa sl•stonius 
de meii.arnclGn. 
88. Todos los sistemas de mensuración, excepto el 
métrico decimal, legales hoy en las diferentes Naciones del 
Globo, son verdaderos sistemas de numeración irregular. 
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una vez que las unidades de la misma especie no obede-
cen á ninguna ley: por esto no podemos aplicar ni en su 
enunciación, ni en su escritura los principios fundamentales 
de los sistemas regulares de numeración. Más corno nece-
sitamos para calcular con más rapidéz, por regla general, 
que las unidades de una misma especie estén reducidas al 
ínfimo orden para de esta suerte calcular con números 
enteros, ó bien á un orden cualquiera que no sea el ínfimo 
para así calcular con números fraccionarios: se hace pre-
ciso que sepamos hacer estas reducciones en un mismo 
sistema, y á la vez en sistemas diferentes, para en todo 
caso, hacernos cargo de la representación de un número 
de unidades de cualquiera especie de un sistema, por su 
equivalencia en las de la misma especie del sistema que 
conozcamos. Para la reducción de unidades de diferentes 
órdenes, pero de una misma especie del mismo sistema, 
á unidades de un solo orden nos basta conocer el sistema; 
en el que, corno sabemos, se nos dán , las relaciones que 
ligan los órdenes de unidades de una misma especie: pero 
si se trata de diferentes sistemas, entonces es necesario 
conocer las equivalencias de las unidades de la misma es-
pecie en los sistemas de que se trate. Nosotros que solo 
hemos dado á conocer los sistemas de Castilla y métrica 
decimal, vamos á resolver los dos problemas enunciados 
con aplicación á estos dos sistemas; si bien entendiendo 
que las reglas que vamos á dar son generales para todos 
los sistemas de mensuración. 
EscoLio. Se acostumbra á llamar número comylejc 
al que consta de unidades de diferentes órdenes pero de 
una misma especie; é incomplejo el que consta de unidades 
de un solo orden: de aquí el que cuando se tràta de redu. 
cir un número que contiene unidades de diversos órdenes. 
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pero de una misma especie, á un solo orden, se llame re-
ducir un complejo á incomplejo (le un orden cualquiera; así 
como cuando se trata de reducir unidades de un orden 
inferior á sus diferentes órdenes superiores de la misma 
especie; se dice, reducir un incomplejo á complejo. Como 
quiera que esta división de los números corresponde á la 
división de abstractos y concretos que ya hemos dicho, no 
afecta á la Esencia del número y sí solo, á su mayor ó 
menor generalidad, por lo que, no sirviéndonos para una 
Livisión de la Aritmética, en nuestro sentir, sencilla y clara, 
hicimos caso omiso de ella, por creerla completamente 
innecesaria; claro está que creemos lo mismo de la división 
del número concreto en complejo é incomplejo ; y por tanto 
en las reglas que vamos á dar no haremos uso de estas 
denominaciones. 
89. Las reducciones de unidades de diferentes órdenes 
pero de la misma especie á uno solo, así como las de un 
orden á órdenes diferentes de la misma especie, está fun-
dada la reducción de unidades de un orden, de una es-
pecie cualquiera, al orden inmediato inferior ó superior. 
REGLA PARA REDUCIR UN NÚMERO CUALQUIERA DE 
UNIDADES DE UN ORDEN AL INMEDIATO INFERIOR. Se mul 
liplica el número propuesto por el número de veces que su 
unidad contiene d la inferior inmediata. 
Ejemplo: Si queremos reducir 5 varas á piés, multi-
plicaremos 5 por 3 piés que tiene la vara, es decir que 5 
varas tienen 5 X 3 .15 piés• 
REGLA PARA REDUCIR UN NI MERO CUALQUIERA DE 
UNIDADES DE UN ORDEN AL INMEDIATO SUPERIOR. Se di- 
vide el número propuesto por cl número de veces que su 
unidad esta contenida en la superior inmediata. 
Ejemplo: Si queremos reducir 15 piés á varas dividi- 
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remos 15 por 3, número de veces que el pié está conte-
nido en la vara, es decir que 15 piés tienen 15 : 3 = 5 i 
varas. 
REGLA PARA REDUCIR UN NÚMERO COMPUESTO DE UNI-
DADES DE DIFERENTES ÓRDENES, PERO DE UNA MISMA ESPE- 
CIE,  AL ORDEN ÍNFIMO. Se reducen el número de unidades 
del orden superior al inferior inmediato, al resultado se 
agregan las unidades que haya de este orden, la suma se 
reduce al orden inmediato inferior, agregando al resultado 
las unidades que haya de este orden, y así sucesivamente 
hasta llegar al orden ínfimo. 
Ejemplo: si queremos reducir 4 arrobas, 3 libras, 2 
onzas á onzas; reduciremos las cuatro arrobas á libras, 
tendremos así 4 x  25 = I oo, al resultado agregaremos ; 
libras obteniendo 103 y esta suma la multiplicaremos 
por 16 onzas que tiene la libra obteniendo 1.648 onzas, y 
por último agregaremos las 2 onzas que tiene el número 
propuesto obteniendo 1.650 onzas. La disposición práctica 
de esta operación es como sigue: 
25 
4 
100 
3 
103 
16 
618 
103 
1648 
2 
1650 
REGLA PARA REDUCIR UN NÚMERO COMPUESTO DE UNI-
DADES DE DIFERENTES ÓRDENES, PERO DE UNA MISMA ESPI:-
CIE, Á UN ORDEN CUALQUIERA DISTINTO DEL INFERIOR. Se 
reduce el número propuesto al orden infimo, y el resultado 
se pone por numerador de un quebrado cuyo denominador 
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sea el número de veces que la unidad inferior está conte-
nida en la unidad del orden á que se quiere reducir el 
número. 
:Ejemplo: Si queremos reducir 4 arrobas, 3 libras y 2 
onzas á libras, lo reduciremos primero á onzas que ya sa-
bemos son I.65o y después pondremos este número por 
numerador de un quebrado cuyo denominador sea 16 nú-
mero de veces que la onza está contenida en la libra, es 
decir que 4 arrobas, 3  libras, 2 onzas quedará expresado 
en libras por el quebrado 1" 
REGLA PARA REDUCIR UN NÓMERO DE UNIDADES DE 
ORDEN INFERIOR A UNIDADES DE ÓRDENES SUPERIORES DE LA 
MISMA ESPECIE. Se divide el número propia esto por el nú-
mero ie veces que su unidad está contenida •n la inmediata 
superior, el resto, si lo hay, serán las unidades, que con-
tenga el número del orden propuesto, el cociente, que son 
unidades del orden inmediato superior al propuesto, se di-
vide por el número de veces que sit unidad esté contenida 
en el orden inmediato superior, cl resto, si lo hay, son las 
unidades que contendrá el número del orden inmediato su-
perior al propuesto, y cl cociente las unidades del orden 
inmediato superior d este; asi se continua hasta llegar al 
orden superior ó á un cociente que sea menor que el nú-
mero de veces que su unidad esté contenida en la del orden 
inmediato superior: quedando cl número propuesto expre-
sado por el último cociente y los restos de las divisiones 
efectuadas: 
Ejemplo: Si queremos reducir 1.650 onzas á unida-
des de órdenes superiores de la misma especie, se divi-
dirá 1.65o por 16 número de onzas que tiene la libra 
dándonos de cociente 103 y de resto 2, el cociente 103 se 
dividirá por 25 libras que tiene la arroba y obtendremos 
-74— 
de cociente 4 y resto 3, el cociente 4 .se dividirá por 4 nú- 
mero de arrobas que tiene un quintal y obtendremos co-
ciente 1 y resto 0 quedando así terminada la operación; 
pues el último cociente uno es menor que el número de 
veces que su unidad está contenida en el orden inmediato 
superior, tonelada: por tanto 1.65o onzas quedarán expre-
sadas con propiedad por '1 quintal, 0 arrobas, 3 libras y 2 
onzas. La disposición práctica de la operación es como 
sigue: 
1650 16 
050 103 25 
2 3 4 
0 
4 
1 
Escollo. Se dice que un número de cualquier siste-
ma de mensuración está expresado con propiedad cuando 
el número de unidades de un orden cualquiera no contienen 
una unidad del orden inmediato superior: así 4 arrobas, 3 
libras, 2 onzas, no está expresado con propiedad; porque 
4 arrobas componen un quintal, de manera que su expre-
sión propia es: '1 quintal, 0 arrobas, 3 libras, 2 onzas. Como 
quiera que los números que pertenecen á cualquier sistema 
de mensuración hay que expresar además del número de 
unidades la especie de ellas, con el fin de hacer esta expre-
sión con la mayor brevedad posible, se conviene en expre-
sar el número de unidades como hemos dicho se expresan 
los números enteros y fraccionarios, y las especies por la 
inicial del nombre de la unidad, teniendo en cuenta, que 
cuando en una misma especie el nombre de dos ó más uni-
dades principian por la misma letra, se conserva la ini-
cial para el orden superior y en los inferiores se hace seguir 
la inicial de otra letra que no entre en los nombres de las 
unidades de los otros órdenes; por ejemplo: en las unidades 
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de longitud del sistema de Castilla el pié, la pulgada y el 
punto, principian por la misma letra lo mismo que la legua 
y la línea, por tanto si queremos expresar 2 piés, 5 pulga-
das, 6 líneas y 7 puntos, lo expresaríamos en la forma 
siguiente: 
2 p--5 pl-- 6 ln--7 pt. 
Este convenio se simplifica notablemente en el Sistema mé-
trico, deLido á que la nomenclatura ciel mismo es sistemá-
tica, quedando reducido á escribir la inicial de la unidad 
principal precedida, para los múltiplos de las iniciales ma-
yúsculas de las palabras mirla, kilo, hecto y deca, y para 
los submúltiplos de las iniciales minúsculas de las palabras 
deci, centi y mili: por ejemplo, si queremos expresar 7 kiló-
metros, 8 decámetros, 5 metros, 6 decímetros y 7 milíme-
tros, lo expresaríamos en la forma siguiente: 
7 Km - - 8 Dm - - 5 m - - 6 dm - - 7 mm. 
Debemos de hacer observar que en todos los sistemas 
las unidades de superficie y volumen como tienen los mis-
mos nombres que las de longitud, con la terminación de 
cuadradas y cúbicas, se escriben de la misma manera que 
las de longitud poniendo el exponente dos á las cuadradas 
y el tres á las cúbicas; asi los ejemplos anteriores los ex-
presaríamos de la manera siguiente: 
7 Km"- - 8 Dine- - 5 m 2- - 6 dina 7 mm 
22 p - - 5 pl2- - 6 ln'--- - 7  pt', para las superficiales y 
para las cúbicas: 7 Km'- - S Din"—   5 m'- - 6 dm''- - 7 nim 
2 p'- - 5 pl•'- - 6 In'- - 7 pt'. 
REGLA PARA EXPRESAR UN N1•MERO FRACCIONARIO DE 
UNIDADES DE  ORDEN SUPERIOR EN N(JIEROS F\CEROS DE SUS 
DiVERSOS ÓRDENES INFERIORES. Sc divide el numerador por 
cl denominado;-, el cociente sera el número entero de uni';'a- 
des de este orden, el resto se multiplica tor el número de r'e- 
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ces que su unidad contiene á la inferior inmediata, y el pro-
ducto se divide por el denominador, el cociente será el número 
entero de unidades del orden inferior al propuesto, el resto 
se multiplica por el número de veces que esta unidad contiene 
á la  inferior  inmediata, y el producto se divide por el deno-
minador; así se continúa hasta llegar á un cociente exacto ó 
al orden ínfimo, en cuyo caso el quebrado quedará expre-
sado por los cocientes obtenidos, despreciando el último resto 
si lo hubiere. 
Ejemplo. Si quisiéramos expresar el quebrado 	 libra 
en núme>~os enteros pero de órdenes inferiores, dividiríamos 
el .numerador por el denominador y obtendríamos 103 de 
cociente que es el número entero de libras que contiene el 
quebrado y 2 de resto, este resto lo multiplicaríamos por 16 
onzas que tiene la libra y el producto 3 2 lo dividiríamos por 
el denominador 16 lo que nos dá el cociente exacto 2; por 
tanto el número propuesto será igual á 103 libras y 2 on-
zas. La disposición práctica de la operación es como sigue: 
]650 16 
050 1031.- -2. 03 
2 
16 
32 
o 
90. EQUIVALENCIAS APROXIMADAS EN NÚMEROS ENTEROS 
ENTRE LAS UNIDADES DE LA MISMA ESPECIE DE LOS SISTEMAS 
DE CASTILLA Y MÉTRICO-DECIMAL. 
Unidades de longitud. 
	 Unidades de volumen. 
7 leguas. =39 kilómetros. 
2 leguas. = 1 t kilómetros. 
61 varas. 
	 =51 metros. 
n varas. 	 = 5 metros. 
3 pulgadas. = 7(tlecttpetross 
12 taras cúbicas. 
	 = 7 metros cúbicos. 
46 piés cúbicos. 
	
= t metro cúbico. 
27 toneladas de arqueo. 
	
41 metros cúbicos. 
S celemines. 	 = 37 litros. 
9 fanegas. 
	 = 5 hectúlitros. 
2 cuartillos. 
	 = 	 I litro. 
119 cuartillos. 	 = 6o litros. 
z libras. 
	 = s litro. 
16 arrobas. 	 =20I litro. 
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Unidades de superficie. 
to varas cuadradas. =7 metros cuadrados. 
13 piés cuadrados. =1 metro cuadrado. 
14 fanegas de tierra. =9 hectáreas. 
Unidades de peso. 
t 
 
quiutal.=46 kilogramos. 
13 libras. — 6 kilogramos. 
Conocidas las equivalencias anteriores, fáciles de con-
servar en la memoria, se reducen con facilidad unidades 
del sistema de Castilla al Métrico y viceversa; aplicando la 
regla siguiente, que es general para todos los sistemas de 
mensuración cuya equivalencia conozcamos. 
REGLA PARA REDUCIR UNIDADES DE UN SISTEMA A 
OTRO. Se multiplica por la equivalencia en el otro sistema 
y se divide por la equivalencia en el suyo. 
Ejemplos: Si queremos reducir 24 varas á metros 
aplicando la regla, tendremos que lilultiplicar por 5 y divi-
dir por 6, obteniendo 20 metros. 
Si queremos reducir varas cuadradas á metros cuadra-
dos, multiplicaríamos por 7 y dividiríamos por i o; así 3o 
varas cuadradas, sería igual á 21 metros cuadrados. 
De la misma manera si quisiéramos reducir 28 fanegas 
á hectáreas, multiplicaríamos por 9 y dividiríamos por 14, 
siendo por tanto el resultado i 8 hectáreas. 
Si quisiéramos reducir 36 varas cúbicas á metros cú-
bicos multiplicaríamos por 7 y dividiríamos por 12; dándo-
nos por resultado 21 metros cúbicos. 
Del mismo modo, si quisiéramos reducir 81 toneladas 
de arqueo á metros cúbicos, se multiplica por 41 y se di- 
vide por 27, obteniendo por resultado 123 metros cúbicos. 
Para reducir 24 celemines á litros se multiplica por 37 
y se divide por 8, obteniendo por resultado i 1 1 litros. Si 
fuesen 27 fanegas á hectólitros se multiplicaría por 5 y se 
dividiría por 9, obteniendo 15 hectólitros. Si 238 cuartillos 
á litros se multiplicaría por 6o y se dividiría por 119, ob- 
teniendo 120 litros. Si 48 arrobas de aceite á litros se 
n 
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multiplicaría por 2o1 y se dividiría por i 6, obteniendo 603 
litros. 
Si quisiéramos reducir 5 quintales á kilógramos, mul-
tipi icaríamos por 46, obteniendo 23o kilógramos. Si 5 2 li-
bras á kilogramos, multiplicaríamos por 6 y dividiríamos 
por 13, obteniendo 24 kilógramos. 
De la misma manera reduciríamos unidades del sis-
tema métrico al de Castilla. 
Escolto. Las equivalencias que hemos dado no son 
las legales, ni las científicas; sinó las que pueden usarse 
con ventaja á todas las demás en la vida común y ordi-
naria: cuando se necesite la equivalencia legal se hace uso 
de las tablas, fáciles de•manejar, que van al fin de la Arit-
mética; y por lo que hace á las equivalencias científicas, ó 
lo que es lo mismo cuando necesitemos más aproximación 
que la legal, la ciencia dá medios para obtener las equiva-
lencias con tanta aproximación como se desee, cuyos me-
dios expondremos en lugar oportuno. 
LIBRO II. 
Números enteros. 
CAPÍTULO 1. 
Operaciones fcrulamentales. 
LECCIÓN 10.' 
AdicclGit y 
 tinstracciGn. 
91. Aunque el procedimiento de sumar es único, no 
obstante para mayor sencillez en su exposición, considera-
mos tres casos: 1.° sumar números de una sola cifra; 2.° 
sumar un número de varias cifras con otro de una sola; 3.° 
sumar números de varias cifras. 
Para resolver el primer caso, con más rapidez, que 
por el procedimiento que ya conocemos (46), basta saber 
de memoria la tabla de sumar, que es un estado ó cuadro 
que contiene la suma de todos los números de una sola ci-
fi-a; y que se forma escribiendo en una fila por orden corre-
lativo ascendente las diez cifras de nuestro sistema de nu-
meración, debajo de esta fila se escribe otra agregando á 
cada cifra de la primera una unidad, debajo de esta se es-
cribe otra agregando á cada número de la segunda una 
unidad y así se continúa hasta obtener diez filas en la forma 
siguiente: 
0 1 2 
3 
4 
5 
3 4 5 
6 
6 7 8 9 
1 2 
3 
4 5 7 8 9 10 
2 5 6 
7 
7 8 9 10 11 
3 4 6 8 9 10 11 12 
4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 
5 6 7 8 9 10 11 12 13 14-, 
6 7 8 9 10 11 12 13 14 15- 
7 8 9 10 11 12 13 14 15 16_ 
8 9 10 11 12 13 14 15 16  17"  
9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 ^ 
Para por medio de esta tabla encontrar la suma de  
dos números de una sola cifra, se busca el primer sumando  
en la primera fila y el segundo en la primera columna,  
donde se encuentren la columna que principia por el primer  
sumando y la fila que principia por el segundo estará la  
suma: así si quisiéramos sumar 7 con 4 buscaríamos el 7  
en la primera fila y el 4 en la primera columna y como la  
columna que principia por 7 y la fila que principia por 4 se  
encuentran en el número i i, esta será la suma. Claro está  
que si para cada suma de dos números de una cifra hubié-
semos de formar la tabla de sumar, sería más breve el pro-
cedimiento del número (46), de suerte qué la ventaja de la  
tabla consiste en una vez formada retenerla en la memoria,  
para de esta suerte expresar inmediatamente la suma de  
dos números de una sola cifra. 
 
El 2.° caso se funda en el primero pues basta tener  
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solo en cuenta la cifra de las unidades del sumando de va 
 
rias cifras y prescindir mentalmente de las restantes, de  
esta suerte reducirnos el caso al anterior pues solo tendre-
mos que sumar números de una cifra; puede ocurrir que  
esta suma contenga una decena, en este caso se agrega á 
 
la cifra de las decenas del sumando de varias cifras, lo que 
 
no ofrece dificultad: así si queremos sumar 235 con 8, 
 
prescindiendo mentalmente de las cifras de orden superior  
al de las unidades, quedaría reducido á sumar 5 con 8 que  
son 13, y como esta suma contiene una decena se agrega á  
la cifra de las decenas, lo que nos dá por resultado 2 43, 
es decir, 235 +8=243. 
 
El 3.er caso se funda en el axioma lo que se hace  
con las partes se hace con el todo y en la tabla de sumar;  
una vez que teniendo los sumandos varias cifras constarán  
de unidades de diferentes órdenes, no pasando de 9 las de  
cada orden, y por tanto para efectuar la suma, bastará su-
mar parcialmente las cifras que representen unidades del  
mismo orden en cada sumando y reunir estas sumas par-
ciales, lo que es fácil; pues las sumas parciales se hacen por  
la tabla, y por lo que respecta á reunir estas, el caso más  
desfavorable sería cuando las sumas parciales contuviesen  
una decena, pues sinó contuviesen más que unidades bas-
taría colocar estas sumas por el orden correlativo descen-
dente, pero si contuviesen una decena habría necesidad de  
a€;regar la decena de cada suma parcial á la suma del or-
den inmediato superior, lo que no ofrece dificultad alguna:  
así si quisiéramos sumar los números 752 y 234, aplicando  
lo expuesto, la suma constaría de 6 unidades, 8 decenas  
y 9 centenas que componen el número 986 escrito con  
arreglo á los principios de la numeración adoptada; pero  
si quisiéramos sumar los números  894 y 74 8 como las su- 
6 
^ 
1 
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mas parciales de los diferentes órdenes de unidades con-
tienen una decena, habría que agregarla á la suma del or-
den inmediato superior; por tanto conteniendo la suma 12 
unidades, 13 decenas y 15 centenas, el resultado se expre-
saría por 2 unidades, 4 decenas, 6 centenas y un millar, 
que componen el número 1,642. La disposición práctica 
de la operación es como sigue para los dos ejemplos pro-
puestos: 
752 	 - 894 
234 	 748 
986 	 1642 
Como ya hemos dicho (46 Esc.) que puede haber su-
mas de varios sumandos, que no son más que combinacio-
nes de sumas, y estas pueden efectuarse de la misma ma-
nera que una simple suma; una vez que los varios sumandos 
pueden considerarse descompuestos en sus diferentes órde-
nes de unidades, y efectuar las sumas parciales de las cifras 
que representan unidades'del mismo orden; sumas parciales, 
que para efectuarlas nos basta saber la tabla de sumar, pues 
estaríamos dentro del segundo caso expuesto: halladas es-
tas sumas parciales nos bastaría reunirlas, siendo el caso 
más desfavorable aquel en que estas sumas contuviesen de-
cenas; pues si solo contuviesen unidades bastaría escribirlas 
por el orden correlativo descendente, según los principios 
de la numeración adoptada; pero conteniendo decenas sería 
preciso agregar las decenas de cada suma parcial á las del 
orden inmediato superior: así si quisiésemos sumar los nú-
meros 102, 351 y 234, aplicando la regla la suma constaría 
de 7 unidades, 8 decenas y 6 centenas, que compondrían 
el número 687; pero si quisiéramos sumar los números 977. 
4 8 5 y 75 6, como las sumas parciales de los diferentes ór-
denes de unidades contienen decenas, habría que agregar- 
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las á la suma del orden inmediato superior: por tanto conte-
niendo la suma 18 unidades, 20 decenas y 20 centenas, el 
resultado se expresaría por 8 unidades, 1 decena, dos cen-
nas y 2 millares que compondrían el número 2,218. La dis-
posición práctica de la operación es como sigue: 
, ° 	 102 
	 2,° 	 977 
351 	 485 
234 	 '756 
68'7 	 2218 
De lo expuesto se deduce la siguiente regla para su-
mar dos ó más números enteros. 
92. REGLA DE SUMAR. Para sumar dos 6 más nú- 
meros enteros, se escriben unos debajo de otros de modo que 
se correspondan las cifras que representan unidades del 
mismo orden y se traza una raya debajo del último su-
mando; hecho esto se suman parcialmente las cifras que 
representan unidades del mismo orden, principiando por 
el orden inferior y continuando por los órdenes correlativos 
ascendentes; teniendo en cuenta de no escribir más que las 
unidades de cada suma parcial y agregar las decenas á la 
suma parcial siguiente. Esta regla tiene partes esencia-
les y partes convenientes; l as esenciales son considerar des-
compuestos los sumandos en sus diferentes órdenes de 
unidades y reunir estos órdenes, pues así evidentemente 
tendríamos todas las unidades de los sumandos, en virtud 
del axioma lo que se hace con las partes se hace con el 
todo; las convenientes son: escribir unos sumandos debajo 
de otros de manera que se correspondan las cifras que re-
presentan unidades de un mismo orden; trazar una raya 
debajo del último sumando y principiar las sumas parciales 
por el orden inferior, continuando por los órdenes correla-
tivos descendentes; est as son convenientes porque facilitan 
y abrevian notablemente la operación una vez que con 
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ellas se evita el confundir las cifras que representan unida- 
des de un mismo orden con las de otros órdenes, así como  
la suma son los sumandos y se facilita la agregación de las  
decenas de cada suma parcial á la suma parcial siguiente.  
EJERCICIOS:  
1. ° 345 721 
905 
3482 
26 
2. ° 1382 9988 
7696 
84009 
71998 
3.° 4597 
23864 
351 
9879 
93. Cuando los números que queramos sumar co-
rrespondan á un sistema de mensuración, la regla dada no  
varía, si bien teniendo en cuenta que para sumar estos nú-
meros, necesariamente homogéneos (46), cuando contienen  
unidades de diferentes órdenes, éstos se escriben separa-
dos, colocando los números que representen unidades del  
mismo orden, unos debajo de otros de modo que se co-
rrespondan, se efectúan las sumas parciales aplicando la 
 
regla, y con el fin de que la expresión sea propia (89 Esc.),  
las unidades que resulten en cada suma parcial del orden 
 
inmediato superior se agregan á la suma parcial siguiente. 
 
Ejemplos: I.° sumar 745 varas, con 19 varas y con 7  
varas; aplicando la regla obtenemos 771  varas: 2.° sumar 3  
años, 4 meses, 8 dias, con 5 años, 7 meses, 20 dias y 
con 1 o meses 24 dias; aplicando la regla obtenemos como 
 
expresión impropia 8 años, 21 meses y 22 días y como  
expresión propia 9 años, t o meses y 22 dias. 
DISPOSIC16N PRACTICA. 
 
1. ' 	 745 C. 	 2,° 
19 ^> 
7 n 
711 
3 a - - 4m- 
 - 8 d 
5n-- 7»--20 » 
10» - - 24  
Expresión impropia. 8' - - 21 m 
 - - 52 d 
Id. 	 propia. . 9' - - 10 . - - 22.  
^^^	  
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EJERCICIOS. 
1.° 	 17 qq.- -3 a. . -171.- -11 o.6 
25 >.- -2 »- -15» - -12» 
45 » - -1 »-- 3 »--15 » 
‘2 . 0 
	 6 cs.- - rs Fs.- - 5 cl.- -2 et. 
20 » - - 7 o - - 4 »- -3 » 
79»- -11» - -10 »- -1» 
80A-- 6 »-- 9 »- -2 » 
    
PROBLEMAS. 
1.° ; Cuánto tiempo ha transcurrido desde el año 753 
 
antes de Jesucristo, en qup se fundó Roma hasta el año 
1492 en que descubrió á América Cristobal Colón? 
2.° Sabiendo que desde la creación del mundo hasta el 
diluvio pasaron 1 Èoo años, desde el diluvio hasta Abraham 
400, desde Abraham hasta Moisés 500, desde Moisés has-
ta Salomón 500, desde Salomón hasta el cautiverio de 
Babilonia 400, desde el cautiverio de Babilonia hasta Jesu-
cristo 600, y desde Jesucristo hasta nuestros dias 1887, 
¿cuántos años han pasado desde la creación del mundo hasta 
nuestros dias? 
3.° Averiguar la duración que tuvo el año 1879, sa-
biendo que la de sus cuatro estaciones fué la siguiente: 
Primavera. . 92 dias, 20 horas, 35 minutos, 31 segundos. 
Verano.. . 93 )> 	 14 	 » 	 34 	 » 	 5 
Otoño. . . 89 » 	 17 	 » 	 57 	 7 	 » 
Invierno. . 89 » 	 oo 	 » 	 5o 	 24 	 » 
94. La sustracción como operación inversa de la adi-
ción tiene un procedimienco único; mas, como en su direc-
ta, se consideran para mayor sencillez en su, exposición tres 
casos: 1.° restar números de una sola cifra; 2.° restar de un 
número de varias cifras otro de una sola; 3.° restar núme-
ros de varias cifras. 
Para resolver el primer caso, con más rapidez que por 
el procedimiento que ya conocemos (49), basta saber de 
memoria la tabla de restar, que es la misma de sumar, pero 
usada (le inverso modo: así, si queremos restar 3 de 7 bus- 
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caríamos en la primera fila de la tabla 3 y descenderíamos 
en esa columna hasta encontrar 7, el número por donde 
principia la fila en que se encuentra 7, ese será el resto que 
en este caso es 4; bien se comprende que con la tabla y 
siguiendo este mismo procedimiento se podrían resolver los 
casos en que el minuendo teniendo más de una cifra no ex-
cediera de 18, número mayor de la tabla, y si que para 
cada resta de esta clase hubiésemos de formar la tabla, sería 
más breve el procedimiento del número (49); de suerte que 
la ventaja de la tabla consiste, en una vez formada retenerla 
en la memoria, para de esta suerte expresar inmediatamente 
la resta de dos números de una cifra. 
El segundo caso se funda en el primero, pues basta 
tener solo en cuenta la cifra de las unidades del minuendo 
y prescindir mentalmente de las restantes; de esta suerte 
reducimos el caso• al anterior, pues solo tendremos que res-
tar números de una cifra; puede ocurrir que la cifra de las 
unidades del minuendo sea menor que el sustraendo, provi-
niendo esto de que la cifra de las unidades del resto que 
vamos á encontrar sumada con el sustraendo contiene una 
decena, que como sabemos se ha agregado á la cifra de las 
decenas del minuendo; por tanto, en este caso se aumenta 
á la cifra del minuendo en una decena y estamos ya en el 
caso anterior: así, si queremos restar de 243„ 8 como la 
cifra de las unidades del minuendo es menor que el sus-
traendo proviene de que el sustraendo sumado con la cifra 
de las unidades del resto contiene una decena, que está 
agregada á la cifra de las decenas del minuendo; por tanto 
agregando á la cifra 3 de las unidades del minuendo una 
decena se cormará el número i 3 del que ya se puede restar 
el sustraendo 8 por la tabla, dándonos de resto 5, que se-
rán las unidades del resto, y los demás órdenes los mismos 
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del minuendo si se exceptúa la cifra de las decenas que la 
hemos disminuido en una unidad, el resultado pues es 2 35, 
es decir que 2 43-8=2 35. 
El tercer caso se funda en el axioma lo que se hace 
con las partes se hace con el todo y en la tabla de restar; 
una vez que, teniendo los términos del resto varias cifras 
constarán de unidades de diferentes órdenes no pasando de 
nueve las de cada orden, y por tanto para efectuar la ope-
ración, nos bastará restar las cifras del sustraendo de las 
del mismo orden del minuendo y reunir estas restas parcia-
les; lo que no ofrece dificultad: así si quisiéramos del núme-
ro 986 restar cl 752 aplicando lo expuesto, el resto cons-
taría de 4 unidades, 3  decenas y 2 centenas que componen 
el número 234. Pero si quisiéramos del número 1,642 restar 
894 como las cifras del sustraendo son mayores que las de 
igual orden .del minuendo hay que aplicar lo expuesto en el 
segundo caso; teniendo por consiguiente que restar 4 unida-
des de 12 lo que nos dá 8 unidades, 9 decenas de 13 lo que 
nos dá 4 decenas y 8 centenas de 15 lo que nos dá 7 cente-
nas; estos restos parciales componen el resto total 748. 
DISPOSICIÓN PRÁCTICA. 
1612 
894 
'748 
De lo expuesto se deduce la siguiente regla para res-
tar dos números enteros. 
95. REGLA DE RESTAR. Para restar dos números ente-
ros, se escribe el minuendo y debajo el sustraendo, de modo 
que se correspondan las cifras que representan unidades del 
mismo orden, y se traza una raya debajo del sustraendo; 
 hecho esto, se restan las cifras del sustraendo de las del 
mismo orden del minuendo, principiando por el orden infe- 
.4 
1 
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rior y continuando por los órdenes correlativos ascendentes: 
teniendo en cuenta que si alguna cifra del sustraendo es 
mayor que la correspondiente del minuendo se aumenta d 
esta una unidad del orden inmediato superior y se conside-
ra la cifra siguiente del minuendo con una unidad menos. 
Esta regla tiene partes esenciales y partes convenientes:  
las esenciales son, considerar descompuestos los términos  
del resto en sus diferentes órdenes de unidades y restar  
parcialmente estos órdenes; pues así restaremos las diferen-
tes partes del sustraendo de las del mismo orden del mi-
nuendo, y por tanto todo sustraendo del minuendo; las  
convenientes son: escribir el sustraendo debajo del minuen-
do de modo que se correspondan las cifras que representan  
unidades del mismo orden, trazar una raya debajo del sus-
traendo y principiar las restas parciales por el orden inf°-
rior continuando por los órdenes correlativos ascendentes;  
estas son convenientes porque facilitan y abrevian notabl--
mente la operación, una vez que con ellas se evita confun-
dir las cifras que representan unidades de un mismo orden  
con las de otros órdenes, así como el resto con sus térmi-
nos y se facilita la agregación de una unidad del orden in-
mediato superior á la cifra del minuendo que sea menor que  
su correspondiente del sustraendo.  
EJERCICIOS. 
1 . ° 	 1856 	 ^ ° 	 9648 2987 	 ^ ' 
	
5321 
3
° 11223 8444 
96. Cuando los números que queremos restar están 
 
expresados en un sistema de mensuración, la regla dada no 
 
varía, si bien teniendo en cuenta que para restar números, 
 
necesariamente homogéneos (49), compuestos de unidades 
 
de diferentes órdenes, estos se escriben separados, colocan- 
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do los números que representan unidades del mismo orden 
 
los del sustraendo debajo de los del minuendo de modo 
 
que se correspondan, se efectúan las restas parciales apli-
cando la regla; y si el número que representa unidades de 
 
un orden del minuendo es menor que el correspondiente del 
 
sustraendo se le agrega las unidades del orden inmediato 
 
superior necesarias para poderse verificar la sustracción, si  
los números están expresados con propiedad (89 Ese.) 
 
basta agregar una unidad del orden inmediato superior. 
 
Ejemplo 1.° De 741 varas restar 715, aplicando la re-
gla, el resto es 26 varas: 2. ° De 9 años, lo meses y 22  
dias restar 5 años, 31 meses y 27 días, al aplicar la regla 
 
en este ejemplo como 22 dias es menor qùe 27 hay que  
agregar á los 22 dias 3o dias que tiene un mes para hacer  
posible la sustracción por ser la expresión propia; y á l o  
meses que es menor que 31 meses hay que agregar 24 
meses que tienen dos años para hacer posible la sustracción  
por !er la expresión impropia obteniendo por resultado 2 
años, 2 meses y 25 dias.  
DISPOSICIÓN PRACTICA.  
1.° 741 vs. 715 p 9 as.- -10 
rn.- -22 (1. 
5 
-
-31 n — -27 »  ... 
26 vs. 	 2 as.- -2 m. - -25 e . 
EJERCICIOS. 
	
ds.- -4 rs.- -3 ms. 	 2 . ° 	 12 vs.- • 1 p.- -2 pl. 
	
4 ^^ - -8 ,> - -5 » 	 8 , - -2 » - -7 » - -10 in. 
PROBLEMAS. 
1.° Sc desea saber la edad que tendría el día que se  
resuelva este problema, un individuo que nació en 3 de  
Abril de 1844. 
2.° Descartes nació el 3 de Abril de 1596 y murió  
el 11 de Febrero de 1650. Pascal nació el 19 de Junio  
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de 1623 y murió el 19 de Agosto de 1662. Newtón na-
ció el 15 de Diciembre de 1642 y murió el 18 de Marzo 
de 1727. ¿Cuánto tiempo vivió cada uno de estos insignes 
matemáticos? 
3.° El punto más septentrional de España se halla en 
latitud de 43°--47'--29"  yel más meridional en 35 °-- 59' --49" 
ambas latitudes Norte: ¿cuánto ocupa la España en latitud 
geográfica? 
LECCIÓN 11.` 
Consecuencias do la adición y sustracción. 
97. De la naturaleza de la adición, se deduce que una 
suma contendrá tantas unidades cuantas contengan los su-
mandos; y que por tanto cuantas más unidades tengan los 
sumandos más contendrá la suma, y al contrario cuanto 
menos unidades tengan los sumandos, menos contendrá 
la suma, por tanto: I. °; si uno de los sumandos se aumenta 
é disminuye en un número cualquiera y el otro no varia, 
la suma aumentará é disminuirá en el mismo número 
que /zayá aumentado ó disminuido el sumando ; 2.° Si los 
dos sumandos aumentan é disminuyen en números cuales-
quiera, la suma aumentará ó disminuirá en la suma de los 
números aumentados é disminuidos á los sumandos ; y 3. 0 
 si un sumando aumenta en lo que otro disminuye, la suma 
no altera. Fundándonos en esto, cuando tengamos que 
hacer una suma de muchos sumandos, con el fin de evitar 
equivocaciones, se descompone en varios grupos cuyas su-
mas podamos ejecutar con facilidad aplicando la regla, y 
después se reunen las sumas parciales. 
98. Como la sustracción es operación inver sa • de la 
adición, deducideremos las alteraciones del resto por las 
del minuendo y sustraendo, de las alteraciones de la suma 
por las de los sumandos; y por tanto: 1.° si el minuendo 
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aumenta ó disminuye en un número cualquiera y el sus-
traendo no varía, el resto aumentará ó disminuirá en el 
número que haya aumentado ó disminuido el minuendo 
(97, r.°); 2.° si el minuendo no varía y el sustraendo au-
menta ó disminuye en un número cualquiera, el resto dis-
minuirá ó aumentará en el número que haya aumentado ó 
disminuido el sustraendo (97, 3. 0); y j.° si el minuendo y 
sustraendo aumentan ó disminuyen en el mismo número, 
el resto no altera. Fundándonos en esto: I.° cuando alguna 
cifra del sustraendo es mayor que la correspondiente del 
minuendo, podemos modificar la regla de restar con el fin 
de ejecutar la operación por un procedimiento análogo al 
de la adición; pues después de aumentar á la cifra del mi-
minuendo en una unitlad del orden inmediato superior, 
en lugar de considerar á la cifra siguiente con una unidad 
menos podemos considerar á la cifra del orden inmediato 
superior del sustraendo con una unidad más, con lo cual 
habremos aumentado los dos términos del resto en un 
mismo número y por lo tanto no varía; 2.° para restar un 
número de una suma indicada, se puede restar de cual-
quiera de los sumandos, con tal que, sea menor que ellos. 
Así, si queremos restar 5  de 7+ I I podríamos evidente• 
mente restar 5 de 7 ó de I i, y obtendríamos como resto 
2+ II, 6 7+6; 3.° para restar de un número una diferen-
cia indicada, se resta el minuendo y se suma el sustraendo, 
o bien se suma él sustraendo y se resta el minuendo. Así, 
si querernos restar de 43 la diferencia 13-7 podríamos 
evidentemente restar 13 y al resto sumar 7; por haber res 
tado estas unidades más, ó bien sumar 7 y restar 13, lo 
que nos dá siempre 42; y 4.° cuando hay varias adiciones 
y sustracciones consecutivas, para hallar el resultado final 
se suman todos los sumandos primero, y después todos los 
• 
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sustraendos, y se restan estas dos sumas. Así, si tene-
mos 4-2 + I I ± 3-7-5, se sumarán 4, I I y 3, y des-
pués 2, 7 y 5, y restaríamos estas sumas, la primera es 18 
y la segunda 14, luego el resto es 4. 
99. Escolio. Siempre que tengamos que representar 
como dato de una operación otra operación indicada, se 
hace uso del paréntesis, el cual indica que todo lo que está 
dentro de él está afectado del signo que está fuera: en ma-
temáticas se usan tres clases de paréntesis; el redondo ( ), 
el cuadrafdo [ ], y la llave { ) . Haciendo uso del parénte-
sis; se indican las operaciones del párrafo anterior en la 
forma siguiente: 
(7+11)-5= ('7 — 5)+11= 7+(11-5)=2+11=7+6=13 
4S—(13-7)=(48-13)+7= (48+7)-1 .3=35+7=55-13=42. 
4— 2+11+3 —7 —5.(4+11+3)—(2+-H-5). 18-14.1 
100. PRUEBA DE UNA OPERACIÓN, es otra operación cuyo 
ob/eto es asegurarnos de la exactitud de la primera. Como 
la prueba es una operación corremos el mismo riesgo, que 
en todas las operaciones de equivocarnos; por tanto la 
prueba de una operación no nos dá la certeza absoluta de 
que la operación esté bien hecha; pero si cumple con ciertas 
condiciones nos dá la certeza que se acostumbra á llamar 
de sentido común, certeza que consiste en que cumpliendo 
un hecho con ciertas condiciones la inmensa mayoría ase-
guran su posibilidad ó imposibilidad aún cuando pueda 
muy bien no verificarse ó verificarse, por ejemplo: si tene-
mos en una mesa todas las letras del alfabeto sin orden 
ninguno y se nos dice que tomemos al azar cuatro letras 
que digan Paco; aun cuando el hecho es posible todo e} 
mundo afirmará que es imposible verificar lo que se nos 
pide; esta seguridad de no poder tomar al azar las letras 
que se nos piden por más que todas ellas se hallen donde 
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nosotros pudiéramos tomarlas, es lo que hemos dicho se 
llama certeza de sentido común. Pues bien, cuando la prue-
ba tiene las siguientes condiciones; I.a que la operación 
que se ejecute no sea más difícil que la que deseemos 
comprobar; y 2.a que no tengamos que escribir en la ope-
ración que hayamos de ejecutar nuevas cifras; podemos 
tener la certeza, que hemos llamado de sentido común, de 
que la operación está bien hecha. Esto se funda en que los 
errores que acostumbramos á cometer en las operaciones 
dependen en primer término de la mayor 6 menor com-
plicación de la operación y en 2.° de escribir una cifra 
por otra. 
101. La prueba de la adición consiste en ejecutar las 
sumas parciales de abajo arriba si como se acostumbra las 
hemos hecho de arriba á abajo. Esta prueba cumple con 
las condiciones asignadas; una vez que la operación que te-
nemos que ejecutar no es más difícil que la efectuada, y 
además no tenemos que escribir nuevas cifras. 
102. La prueba de la sustracción, consiste en sumar el 
sustraendo con el resto y la suma nos debe de dar el mi-
nuendo; esta prueba cumple como la anterior con las con-
diciones señaladas por las mismas razones. 
103. Complemento de un número es el resultado de 
restar este número de la unidad del orden inmediato sur e-
rior á su primera cifra de la izquierda. De suerte que el 
complemento del número 743 sería la diferencia entre 1,000 
y 745; diferencia que podríamos encontrar mediante la .;i-
guiente regla. 
REGLA PARA HALLAR EL COMPLEMENTO DE UN NÚMERO. 
Se restan, principiando por el orden superior y continuando 
por los órdenes correlativos descendentes, todas las cifras 
de 9 menos la última significativa que se resta de ro. 
151 
La simplificación que los complementos producen en 
la resta es más notable cuando hay varias sumas y restas 
consecutivas; puesto que' se aplica tantas veces cuantos 
sustraendos haya. 
LECCIbh 12.' 
Multiplicación. 
104. Como en esta operación (47) el orden de factores 
no altera el producto, es fácil ver: que cuando uno de los fac-
tores se le hace un cierto número de veces mayor ó menor, 
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Ejemplos: El complemento de 745 aplicando la regla 
sería 255; una vez que la diferencia de 7 á 9 es 2, la de 4 
á 9 es 5 y la de 5 á 10 es 5: el complemento de 1,68o, 
aplicando la regla sería 8,32o; una vez que la diferencia 
de 1 á 9 es 8, de 6 á 9 es 3 y la de 8, última cifra signifi-
cativa del número propuesto, á 10 es 2. 
El uso de los complementos tiene por objeto simplifi-
car las sustracciones; pues mediante á ellos en lugar de en 
una sustracción, restar cada una de las cifras del sustraendo 
de las del mismo orden del minuendo, se puede sumar al 
minuendo el complemento del sustraendo y restar solo una 
unidad del orden inmediato superior á la de mayor orden 
del sustraendo con lo cual evidentemente (98, 3. °) encon-
tramos el mismo resultado y simplificamos la operación. 
Ejemplo: el resto de los números 896 y 745 se en-
contraría sumando 896 con 255, complemento de 745, y 
restando de la suma i,000 lo que nos dá 151. 
DISPOSICIÓN PRÁCTICA. 
896 	 896 
'745 
	 255 
1000 
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el producto quedará hecho el mismo número de veces mayor 
ó menor; una vez que, tomando por multiplicando el factor 
que se haya hecho un cierto número de veces mayor ó me-
nor, cada una de las partes del producto quedaría hecha 
ese mismo número de veces mayor ó menor, y por tanto 
el producto. 
105. Sabemos (47) que si á la derecha de un número 
se ponen uno ó más ceros, el número quedará hecho tantas 
veces mayor como exprese la unidad seguida de tantos ce-
ros como se hayan puesto á la derecha del número, por 
tanto: el número de cifras de un producto, con relación á 
las cifras de los factores, es igual á la suma de las cifras 
de los factores, ó una menos. En efecto, si para fijar las 
ideas suponemos que el multiplicando tiene cuatro cifras y 
el multiplicador tres; vamos á demostrar que el producto 
tendrá siete cifras ó seis; para esto tengamos en, cuenta 
que todo número de tres cifras está comprendido entre i o0 
y i ,000, y que poniendo á la derecha de un número de 
cuatro cifras dos ceros resulta el producto de este número 
por roo conteniendo seis cifras, y poniendo á la derecha 
del mismo número tres ceros, queda multiplicado por z,000 
conteniendo el producto siete cifras; pero evidentemente el 
producto de un número de cuatro cifras por un número de 
tres, está comprendido entre los productos de un número 
de cuatro cifras por z oo y por z,000, productos que tienen 
respectivamente seis y siete cifras, luego el producto pro-
puesto tendrá por lo menos seis cifras y á lo sumo siete: y 
como este razonamiento lo podemos aplicar á todos los ca-
sos queda demostrado lo que nos proponíamos. 
106. Aunque el procedimiento de la multiplicación es 
único, nos conviene para facilitar su exposición considerar 
tres casos: z.° multiplicar dos números de una cifra; 2.° mul- 
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tiplicar un número de varias cifras por otro de una, y 3.°  
multiplicar números de varias cifras.  
Para resolver el primer caso, con más rapidez que por el  
procedimiento que ya conocemos (47), basta saber de  me-
moriala tabla de multiplicar que es un estado ó cuadro que  
contiene los productos de todos los números de una cifra;  
y que se forma escribiendo en una fila por órden correlativo  
:.,tendente los nueve primeros números, debajo de esta fila  
se escribe otra sumando cada número de la primera fila con-
.
sigo mismo, debajo de la segunda fila se escribe otra su-
____10 cada número de la segunda fila con su correspon-
diente de la primera, y así se continúa escribiendo filas,  
sumando cada número de la última con su correspondiente  
de la primera, hasta obtener nueve filas en la forma si-
guiente: 
 
1 ^ 2 3 4 
L'D  
:D
  7 8 9 
2 4 6 
9 
8 10 12 14 16 18 
3 6 12 15 
20 
18 21 
28 
24 27 
4 8 12 
15 
16 24 32 36 
If,  10 20 
I g  
.
  
30 35 40 45 
54 6 12 
14 
18 24 30 36 42 48 
7 21 28 
^  g  42 49 56 63 
8 16 24 32 40 48 56 64 72 
9 18 27 36 
(  Q
`
 
 54 63 72 81 
Para por medio de esta tabla encontrar el producto de 
 
dos números de una cifra, se busca el primer factor en la 
 
_--
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primera fila y el segundo en la primera columna, donde se 
encuentren la columna que principia por el primer factor 
y la fila que principia por el segundo, estará el producto: 
así si queremos multiplicar 7 por 4, buscaríamos 7 en la 
primera fila y 4 en la primera columna; y como la columna 
que principia por 7 y la fila que principia por 4 se encuen-
tran en el número 28, este será el producto. Claro está, 
que si para cada producto de dos números de una cifra tu-
viésemos que formar la tabla de multiplicar, sería más' 
breve el procedimiento del número (47), de suerte, que la 
ventaja de la tabla consiste en una vez formada retenerla 
en la memoria, para de este modo, conocer inmediatamente 
el producto de dos números de una cifra. El segundo caso 
se funda en el primero y en el axioma lo que se hace con 
las partes se hace con el todo; una vez que teniendo el 
multiplicando varias cifras constará de unidades de diferen-
tes órdenes no pasando de nueve las de cada orden, y que 
por tanto obtendríamos el producto multiplicando los dife-
rentes órdenes de unidades del multiplicando por el multi-
plicador y sumando los productos parciales; pero los produc-
tos parciales de cada orden de unidades del multiplicando 
por el multiplicador se efectúan por la tabla, y,en la suma 
de estos productos parciales debemos tener en cuenta que 
cac a producto parcial es del orden de unidades correspon-
die ite á el orden del multiplicando cuya multiplicación ha-
yar.ios efectuado, y que por tanto como según la regla de 
sumar debemos principiar á sumar por las unidades de 
orcen inferior y continuar por los órdenes correlativos as-
cendentes agregando las decenas de cada suma parcial á 
la suma parcial siguiente: efectuaríamos, en este caso, el 
producto multiplicando el multiplicador por cada cifra del 
multiplicando, principiando por el orden inferior y conti- 
7 
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nuando por los órdenes correlativos ascendentes, teniendo en  
cuenta no escribir.  más que las unidades de cada producto  
parcial, y las decenas agregarlas al producto parcial si-
guiente: así si queremos multiplicar 235 por 8, multiplica-
ríamos por 8 primero las cinco unidades, después las tres  
decenas y por último las dos centenas del multiplicando,  
lo que nos daría 4o unidades, 24 decenas y 16 centenas,  
que al sumar estos productos, observamos que las cuatro  
decenas que resultan del producto de las unidades del mul-
tiplicando por el multiplicador, hay que agregarlas al pro-
ducto de las decenas, así como las dos decenas que resultan  
del producto 24 de la cifra de las decenas del multiplicador  
por el multiplicando hay que agregarlas al producto de las  
centenas; por esto se dispone prácticamente la operación  
escribiendo debajo de las unidades del multiplicando el mul-
tiplicador, y se traza una raya debajo de éste, efectuando  
después los productos parciales por el orden que hemos di-
cho y no escribiendo más que las unidades del producto 
 
parcial, agregando las decenas al producto parcial siguien te 
 
en esta forma: 
 
Productos parciales. 
	 DISPOSICIÓN PRÁCTICA. 
 
	
40 	 2:35 240 
1600 
	
Producto total. 1880 
	 1880  
El tercer caso se funda en los anteriores y en el axio-
ma lo que se hace con las partes se hace con el todo; una 
 
vez que teniendo los factores varias cifras constarán de uni-
dades de diferentes órdenes, no pasando de nueve las de ca-
da orden, y por tanto para efectuar el producto nos bastará  
multiplicar el multiplicando por los diferentes órdenes de 
 
unidades del multiplicador y sumar estos productos parcia-
les; los productos parciales se efectúan con arreglo á lo ex- 
- 
• ^ . 	
. 
,r„ 
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puesto en el segundo caso y la suma de estos productos 
por la regla de sumar, si bien teniendo en cuenta que cada 
producto parcial es del mismo orden de unidades que la 
cifra del multiplicador correspondiente, y que por tanto 
para mayor sencillez se dispone prácticamente la operación 
escribiendo el multiplicando y debajo el multiplicador de 
manera que se correspondan las cifras que representan uni - 
dades del mismo orden, se traza una raya debajo del multi-
plicador, después se multiplica cada cifra significativa del 
multiplicador por el multiplicando escribiendo las unidades 
fíe cada producto parcial debajo de la cifra del multiplica-
dor correspondiente, y por último efectuaríamos la suma de 
los productos parciales y obtendríamos el producto total; 
esto nos ahorraría el tener que escribir los productos par-
ciales teniendo en cuenta el orden de unidades que expre-
sasen y por tanto escribir al efectuar las sumas parciales los 
ceros necesarios para que representasen los órdenes de uni-
dades correspondientes: así si queremos multiplicar el nú-
mero 894 por 708, multiplicaríamos 894 por 8 unidades 
y 894 por 7 centenas, los productos resultantes los sumaría-
mos y obtendríamos el producto total. 
Productos parciales. DISPOSICIÓN PRACTICA. 
894 
894X8°= 7133 708 
894X7= 625800 '7152 
6258 
Producto total. 63395 632952 
De lo expuesto se deduce la siguiente regla para mul-
tiplicar dos números enteros. 
107. REGLA DE MULTIPLICAR. Para multiplicar dos 
números enteros, se escribe el multiplicando, debajo el mul-
tiplicador de modo que se correspondan las cifras que re-
presentan unidades del mismo orden, y se traza una raya 
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debajo del multiplicador; hecho esto, se multiplica cada cifra 
siçní.  ficativa del multiplicador por el multiplicando, y se es-
criben los productos parciales unos debajo de otros, teniendo 
en cuenta, escribir las unidades de cada producto parcial. 
debajo de la cifra del multiplicador correspondiente, se su-
man los productos parciales y así obtendremos el producto 
total. Esta regla tiene partes esenciales y partes convenien-
tes; las esenciales son considerar descompuesto al multipli-
cador en sus diferentes órdenes de unidades, y multiplicar 
estos órdenes por el multiplicando, pues así evidentemente 
tendríamos el producto del multiplicando por todo el multi 
plicador, en virtud del axioma lo que se hace con las partes 
se hace con el todo; las convenientes son, escribir el multi-
plicando, debajo el multiplicador de manera que sé corres-
pondan las cifras que representan unidades del mismo or-
den, trazar una raya debajo del multiplicador y escribir las 
unidades de cada producto parcial debajo de la cifra del 
multiplicador correspondiente; estas son convenientes por-
que facilitan y abrevian notablemente la operación, una vez 
que con ellas se evita el confundir las cifras que representan 
unidades de un mismo orden con las de órdenes diferentes, 
así como los factores con los productos parciales y el pro-
ducto total. 
EJERCICIOS. 
1 . ° 10UZ ° 	 8.5w43 ° 	 42:333 809 	 1921 	 :1 ît3 
108. Cuando los números que queramos multiplicar 
correspondan á un sistema de mensuración, la regla dada no 
varía, si bien teniendo en cuenta que para multiplicar estos 
núme ^os necesariamente heterogéneos (4i), es preciso que 
el multiplicador sea de la misma especie y orden de unida- 
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des que la unidad cuyo valor es el multiplicando, pues la 
multiplicación en la práctica siempre resuelve el siguiente 
problema: dado el valor de una unidad hallar el valor de 
varias unidades; puede ocurrir que no siendo el multiplica-
dor del mismo orden que la unidad cuyo valor es el multi-
plicando al reducirle á unidades de ese orden nos resulte 
un número fraccionario, en ese caso el problema no es de 
este lugar, pues aquí no tratamos más que de números en-
teros. Aun cuando (47) el producto tiene que ser homogé-
neo con el multiplicando y el multiplicador con la unidad 
cuyo valor es el multiplicando, después de reducir el multi-
plicador, sino lo está ya, á el orden de la unidad cuyo 
valor és el multiplicando, como ya sabemos la especie de 
unidades del producto, es indiferente el orden de los fac-
tores. 
En el caso de que el multiplicando contenga unidades 
de diferentes órdenes, puede reducirse el multiplicando al 
ordel ínfimo, ó bien, y esto será lo más conveniente, de-
jarle en la forma que está; si lo primero, basta aplicar la 
regla; si lo segundo, se multiplica el multiplicador por los 
diferentes órdenes de unidades del multiplicando, princi-
piando por el orden inferior y continuando por los órdenes 
correlativos ascendentes, teniendo en cuenta que si de al-
gún producto parcial resultan unidades del orden inmediato 
superior hay que agregarlas al producto parcial siguiente, 
con el fin de que el producto esté expresado con propie-
dad (89). Así si queremos saber cuánto costarán 2 arrobas 
y 5 libras ele un género, sabiendo que una libra cuesta 2 
duros y 4 reales; corno se nos dá el  valor de la libra, es 
preciso reducir las dos arrobas y  cinco libras á libras, lo que 
nos da 55 libras para el multiplicador; el multiplicando 2 
duros y 4  reales podemos reducirle á reales, lo que nos 
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da 44 reales, y multiplicar 44 por 55, ó bien dejar el mul-
tiplicando como está y multiplicarle por 55 en la forma si-
guiente: 
DISPOSICIÓN PRACTICA. 
25 	 20 	 44 rs. 2 	 2 	 55 	 2 ds.- - 4 rs. 55 	 2201 20 
20 11 
o 
EJERCICIOS. 
1 .° 	 3 hs.- -20 ins.- -55 s'. 	 62 . ° 	 9 da.- -5 rs - i ms. 
	
9vs. 	 4gq- -3a. 
PROBLEMAS. 
1.° Si 1 fanega de grano pesa 3 arrobas io libras y 10 
onzas, ¿cuánto pesarán 2 cahices y 7 fanegas? 
2.° Si 1 litro de agua destilada á la temperatura de 4 
grados del termómetro centigrado pesa 1 kilogramo, ,cuánto 
pesarán 3 hectólitros, 2 decálitros y 6 litros de un líquido 
cuyo peso específico sea 7? 
3.° 1 locomotora recorre en 1 hora 12 kilómetros, 6 
hectómetros, 8 decámetros y 4 metros: ¿cuánto recorrerá en 
un día? 
LECCIÓN 13.' 
Consecuencias do la multiplicación. 
109. Como ya hemos dicho (47) que puede haber 
productos de varios factores, que no son más que combina-
ciones de productos; para efectuar un producto de tres ó 
más factores, bastará efectuar el producto de los dos pri- 
50 	 40 	 220 
5 	 4 	 220 	 Expresión impropia. 110 ds.- -220 rs. 
55 	 44 	 2420 rs. 	 Idem 	 propia. 121 » - 	 0 » 
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meros, el producto encontrado multiplicarle por el tercero 
y así sucesivamente /Por ejemplo: si queremos efectuar el 
producto de 5 X 4 X 7 X t t, multiplicaríamos 5 por 4, lo que 
nos da 20; este producto por 7, lo que nos da 140; y por 
último este producto por i t, lo que nos da 1,540; es decir, 
que 5 X4X 7 X 1 1=20X 7 X 1 1 =14OX 1 1- 1,540. 
110. Para el caso de dos factores hemos demostra-
do (47) que el orden de factores no altera el producto; 
pues bien, esta propiedad se verifica ciel mismo modo 
cuando son tres ó más los factores: claro está que la de-
mostración de este caso ha de fundarse en la demostración 
que hemos dado (47) cuando eran dos los factores, y en 
realidad bastaría aquella demostración: una vez que en un 
producto de tres ó más factores lo que sucede (47) es que 
cada dos factores forman un producto que dejándole indi-
cado, para ser factor á su vez de otro producto, resulta un 
producto de tres ó más factores; y por tantp si para cada 
dos factores es cierta la proposición lo será para todos los 
factores que constituyan el producto. Mas para mayor cla-
ridad se acostumbra á demostrar este teorema por partes 
principiando por demostrar que es cierto cuando se altera 
el orden de dos factores cualesquiera, haciendo después ver 
que á cada factor se le puede hacer ocupar el lugar que 
deseemos sin que el producto altere, deduciendo de esto que 
el teorema es evidente. En efecto: en el producto indicado 
5 X 4 X 7 X t t es evidente (47) que se puede alterar el orden 
de los dos primeros factores sin que el producto varíe: mas 
si en lugar de alterar el orden de los dos primeros, altera-
sen el orden otros dos cualesquiera, per ejemplo, el 4 y 
el 7, la proposición se verificará también; una vez que nos 
bastaría escribir una fila compuesta de cuatro cincos y re-
petirla siete veces en esta forma: 
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5+5+5+5 
5+5+5+5 
5±5+5+5 
5+5+5+5 
5+5+5-}-5 
5±5+5+5 
5 +5+5+5 
y tendremos que, contando por filas, cada fila es el pro-
ducto de cinco por cuatro que corno está repetida siete 
veces el cuadro contendrá el producto 5x4x7; pero con-
tando por columnas cada columna contiene el producto de 
cinco por 7, y como hay cuatro columnas el cuadro conten-
drá el producto de sx7x4; pero el cuadro contiene eviden-
temente el mismo número de unidades ya se cuente por 
filas ya por columnas: luego 5 x 4 x 7= 5 x 7 x 4, y como e.;ta 
demostración la podemos repetir para dos factores con;e- 
cutivos cualesquiera, pues bastará efectuar el producto de 
los factores que los precedan 009), tendremos (lue se po-
drá invertir el orden de dos factores cualesquiera consecu-
tivos en un producto de tres ó más factores, sin que el pro-
ducto varíe. 
En virtud de lo expuesto en todo producto de tres ó 
más factores, cada factor puede hacérsele ocupar el lugar 
que deseemos sin que el producto altere; pues si en el pro-
ducto propuesto 5 X 4X 7X II nos propusiéramos que 
el factor siete ocupase los diferentes lugares del producto, 
bastaría inve rtir el lugar del siete con el que le sigue, el 
once, en cuyo caso ocuparía el lugar de éste, ó bien inver-
tirle con el que le precede, el cuatro, y ocuparía el lugar 
de éste; ó por último, cuando estuviese en el lugar del 
cuatro invertir su lugar con el que le precede, el cinco, y 
ocuparía el lugar de éste; es decir que ha ocupado el lugar 
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de los diferentes factores del producto sin que el producto 
 
haya alterado.  
De lo que precede se deduce que en un producto de 
 
tres ó más factores se puede á cada factor hacer ocupar el 
 
lugar que desee os sin que el producto varíe; y por tanto 
 
es evidente que: l l orden de factores no altera el producto, 
 
cualquiera que sea el número de factores./ 
 
111. i Para multiplicar un producto de varios factores 
 
por un número basta multiplicar cualquiera de los factores 
 
por ese número; una vez que el producto tendría un factor 
 
más y el orden de factores no altera el producto:, por tanto 
 
al uevo factor se le podría hacer ocupar los diferentes 
 
lug^ res del producto y efectuar el produc :o de este factor  
por cualquiera de los demás dejando los restantes; puis en  
t;n )roducto de varios factores se puede efectuar el pro-
ducro de un número cualquiera de ellos si:.l que el producto 
 
total varíe, porque eito es cierto cuando los factores cuyo 
 
producto efectuemos son los primeros (i o5), y como siempre 
 
podemos hacer que ;ean los primeros (i ro) la proposición 
 
será cierta en todos los casos. Asi  
(3 X 5 X 7) X 4=12X5 7=3X 20X 7=3X  5 28. 
11`2. / Si uno de los factores de un producto aumenta ó 
 
disminuye e'n un número cualquiera y el otro no varía, el  
producto queda aumentado ó disminuido en el producto de  
lo que ha aumentado ó disminuido el factor variable por el  
factor constante juna vez que pudiendo considerar siempre  
al factor que aumenta ó disminuye como multiplicador, es  
evidente que en el número d e. unidades que haya aumenta-
do ó disminuido el multiplicador habrá que tomar ese mis-
mo número de veces más ó menos por sumando al multi-
plicando, ó lo que es lo mismo, el producto ,total quedará  
aumentado ó disminuido en el producto ciel multiplicando 
por el número de unidades que se hayan aumentado ó dis-
minuido en el multiplicador. 
115. !Para multiplicar una suma indicada por un núme-
ro basta multiplicar cada uno de los sumandos por dicho 
número y sumar los productos parciales: ,n efecto, si quere-
mos multiplicar (5+ 4+ 9+ 2) X 3, decimos que bastará 
multiplicar cada uno de los sumandos por 3  y sumar los 
productos parciales, es decir, que (5 -I-4 + 9  4-2) X 3 
5x3+4x3+9x3+2x Š; esto es evidente, pues (i 2) al 
aumentar el factor cinco en cuatro, el producto queda au-
mentado en cuatro por tres, y al aumentar al factor 5+4 
en 9, el producto queda aumentado en .9 X 3, y  así sucesi-
vamente: lo que demuestra el teorema. 
Escolio. El teorema anterior pudiéramos haberlo de-
mostrado por un procedimiento análogo al  segundo caso de 
la multiplicación, pues no existe más diferencia que lo que 
allí eran órdenes de unidades, aquí son números que pue-
den cada uno contener diversos órdenes de unidades; no 
obstante el razonamiento que allí hicimos, 
 es aplicable al 
caso presente, pues cada uno de los sumandos son partes 
del multiplicando que le constituyen.1 Es 
 claro que para 
multiplicar un número por una suma 
 indicada bastará
•multiplicar este número por cada uno de los sumandos y 
sumar los productos parciales; pues (47) 
(5+4+9+ 2 ) x 3=-- .3x(5 -4-4-1-9-1--2). 
Como en toda igualdad se puede poner 
 el primer miem-
bro por segundo ó el segundo por primero, cuando en la 
igualdad (5+ 4+9+ 2 ) X3=5X 3 +4 X3 -1-9x3 + 2 X 3 
se pone en lugar del primer miembro el 
 segundo, se acos-
tumbra á decir que se efectúa la operación indicada; y 
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cuando en lugar del segundo miembro se pone el primero, 
se dice que se saca á 3, factor común de 16s números á 
quien multiplica. 
114. Para multiplicar una diferencia indicada por un 
número basta multiplicar el minuendo y el sustraendo por 
dicho número y restar los productos parciales;( en efecto si 
queremos multiplicar (t3— 5) x 6 decimos que basta multi-
plicar i3 por 6 y 5 por 6, restando estos productos, para 
obtener el producto propuesto; es decir, que (13-5) x 6= 
t 3 x 6-5 x 6; esto es evidente:pues (t 12) al disminuir el 
factor 13 en 5, el producto queda disminuido en 5 x 6: lo 
que demuestra el teorema. 
EscoLto. Aqui; como en el teorema anterior, debemos 
observar que para multiplicar un número por una diferencia 
indicada bastará multiplicar este número por el minuendo 
y sustraendo y restar los productos parciales; pues (47) 
( 1 3 - 5)x 6 =-6 x( 1 3 - 5). 
También cuando en la igualdad (t 3 — 5) x 6 = 
t 3 x 6 — 5 x 6 se pone en lugar del primer miembro el 
segundo, se acostumbra á decir que se efectúa la opera-
ción indicada, y cuando en lugar del segundo miembro se 
pone el primero, se dice que se saca á 6, factor común de 
los números á quien multiplica. 
115. Para multiplicar una suma indicada por otra se 
multiplica el multiplicando por cada sumando del multipli-
cador y se suman los productos parciales./En efecto si que-
remos multiplicar (7 	 4 	 9) por (5 -I- 3), tendríamos 
(t 13 Es.) (7+4
-1- 9)x(5±3) = (7 +4+9)X5±(7±4+9) 
x 3= 7X5 ±4 x5+9X 5± 7X34 4X3±9X3. 
ESCOLIO. El teorema anterior podía demostrarse por 
el mismo procedimiento del 3.er caso de la multiplicación; 
pues no existe más diferencia, que lo que allí eran órdenes 
-1(38— 
de  unidades, aquí son números que pueden contener diver-
sos órdenes de unidades. 	
. 
116. Para multiplicar una diferencia indicada por otra  
se multiplica el multiplicando por el minuendo y sustraendo  
del multiplicador y se restan los productos parciales. En  
efecto, si queremos multiplicar (I 3 — 8) por (20 —6 ), ten-
dremos: (13-8) X (20- 6)-- (13-8)x20—(13--8)  
>.6=(13 X20- 8x2o)—(13 x 6- 8x6) 13 X20
—f X20-13X6t8X6. 
117. Para multiplicals varios productos indicados se  
f arma un producto con los factores de los productos dados.  
En efecto, si queremos multiplicar (7  X 5 X 4) por (9 x 6 x 2) 
l ,or 01 x 3 X 8) efectuando cada uno de estos produc-
tJs (109) tendremos (7 x 5 x 4) x (9-x 6 x 2) x (II x 3 x 8) 
==140 x Io8 x 264, y poniendo en lugar de 14o su igual  
x5 x 4 tendremos (7 x5x4)x(9x6x2)x(II x3x8)=—  
x 5 x 4 x Io8 x 264; poniendo ahora 108 en primer lugar  
y 
 sustituyendo su igual 9 x 6 x 2 tendremos (7 x 5 x 4) x  
(9 x6x2)x(II x3x8) ^ Io8\7X 5 x4x 264=  
ç X 6 X 2 X 7 X 5 x 4 X 264; por último, poniendo 264 'en  
d primer lugar y sustituyendo su igual 1 i x 3 x 8 tendre-
mos (7x5\4)x(9x6x 2)x(lt x3\8)=264x9x6  
x2X7X5x4—i x3X8X9x6X2X7x5X4. 
 
118. Para elevar á una potencia un producto indicado  
se eleva á esa potencia cada uno de los factores del pro- 
ducto. En efecto, si queremos elevar á 3 el producto indi- 
cado fx 4 X I I tendríamos: (48) 7 X 4 X 1 I)"=(7 X 4 X I I) 
X(7 X.l. X 11) X (7 X 4 N I I)=7 x 7 X 
 7  X 4 X 4 X 4 X II 
II  \ I I=;' N  4' X 113 ( 11 7).  
119. Para multiplicar potencias de un mismo número  
se eleva este número á una potencia indicada por un expo- 
nente igual á la suma de los exponentes de los factores.  
J 
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En efecto, si queremos multiplicar 7 5 por 73  y por 7 1 ° ten-
dríamos 73=7X7X7,72=7X7,y76=7X7X7x7X7 
 
X 7, luego 73 X 7' X 7"=7.7.7 X 7.7 X 7.7.7.7.7.7=7' s 
120. La prueba de la multiplicación consiste en tomar 
el multiplicando por multiplicador y éste por multiplicando; 
cuyo resultado, si la operación está bien hecha, ha de ser 
el obtenido anteriormente (47). Las condiciones de esta 
prueba no son las que debiera tener para ser empleada con 
ventaja; una vez que la operación que hay que ejecutar es 
menos breve que la ejecutada, "porque se torna siempre 
por multiplicador (107) el factor que tiene menos cifras 
significativas; y además hay ue escribir nuevas cifras. 
111. La operación de s e- abrevia . en los ca-
sos siguientes:  
1.° Cuando uno de los factores tiene dos cifras y una  
de ellas ó las dos son la unidad: en este caso, se escribe  
debajo del otro factor el producto de él por la otra cifra,  
distinta de la unidad, corriéndole un lugar á la derecha, si  
esa cifra ocupa 
 • el lugar de las unidades, ó un lugar á  l^ 
izquierda si ocupa el lugar de las decenas; y si las dos ci  
fras son la unidad, se escribe debajo del otro factor e.  
mismo, corriéndole un lugar á la derecha ó á la izquierda  
hec'lo esto se suman y se obtendrá el producto total. Lz  
abreviación consiste en que, siendo el producto de un nú-
mero por uno el mismo número, el multiplicando es desde  
luego el producto parcial por la cifra uno, y como no hay  
más que dos productos parciales, basta escribir debajo e.  
otro producto parcial en el lugar co. respondiente y sumal  
estos productos parciales.  
EJEMPLOS.  
1 . ° 37x12 
74 
2 , ° 
• 
49x31 
147 
5 . 0 42x11 
42 
42.- 11 
42 
444 1519 462 4'2 
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2.° Cuando uno de los factores ó los dos terminan en 
ceros: en este caso se prescinde de los ceros, se aplica la 
regla y al producto resultante se le ponen á la derecha tan-
tos ceros cuantos sean aquellos de que hayamos prescindido 
en los factores. La abreviación consiste en no tener que 
poner en cada producto parcial los ceros correspondientes, 
ceros que después escribimos en el producto total; pues ya 
sabemos (104) que cuando uno de los factores de un produc-
to se hace un cierto número de veces menor, el producto que-
da hecho ese mismo número de veces menor, y para que no 
altere es preciso hacerle ese mismo número de veces mayor. 
EJEMPLOS. 
17040o x 35 	 1701 x 3500 	 3 ° 	 170400 x 35000 
35 	 35 	 . 	 35 
8520 	 8520 	 8520 
5112 
	
5112 	 5112 
5964000 	 5964000 	 5964000000 
3.° Cuando el multiplicador está compuesto solo de ci-
fras nueve: en este caso se suponen escritos á la derecha 
del multiplicando tantos ceros como cifras tenga el multipli-
cador y del número así formado se resta el multiplicando. 
La abreviación consiste en reducir á una resta los produc-
tos parciales y su suma; fundándose en quc si á un número 
cualquiera de cifras nueve se le aumenta una unidad, ob-
tendremos la unidad seguida de tantos ceros como cifras 
tenga el número, y por tanto á todo multiplicador compuesto 
de cifras nueve se le puede considerar como la diferencia 
entre la unidad seguida de ceros y la unidad; de donde (I 14) 
restando estos productos se obtiene el producto buscado. 
EJEMPLOS. 
7425x99 
7425 
2 .° 7425x999 
7425 3.
0 
 
7425x9999 
7425 
735075 7417575 74242575 
1. ° 2° 
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Y 4.° Cuando el multiplicador tenga más de nueve 
cifras significativas: en este caso se obtienen los productos 
del multiplicando por los nueve primeros números, por un 
procedimiento análogo al de la construcción de la tabla de 
multiplicar; es decir, el producto del multiplicando por uno 
será el mismo, el producto por dos se obtendrá sumándole 
consigo mismo, el producto por tres se obtendrá sumando 
con el producto por uno el producto por dos, el producto 
por cuatro se obtendrá sumando con el producto por uno 
el producto por tres y así sucesivamente. La abreviación 
consiste en no tener que efectuar los productos parciales por 
el procedimiento conocido, sino por una simple suma, lo 
que sobre ser más sencillo da lugar á menos equivocaciones. 
EJEMPLO. 
Productos parciales. 6432189321 
7843562187 
 
1 	 6432189321 	 45025325268 
2 12864378648 	 51457514592 
3 19296567972 	 6432189324 
4 25723757296 	 12864378648 
5 32160946620 	 3-1593135944 
6 38593135944 	 32160946620 
7 45O25325268 	 19290567972 
8 514"7514592 	 25728757296 
9 57889703916 	 51457514592 
45025325238 
50451276961351491588 
LECCIÚN 14.' 
13 visión, 
122. Teniendo en cuenta (50) que el dividendo es el 
producto cuyos factores son el divisor y el cociente, el nú-
mero de cifras del cociente, con relación al número de cifras 
de . sus términos, es içual á la diferencia entre las cifras del 
dividendo y divisor, ó una más. En efecto (1 o5) el divi- 
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dendo tiene tantas cifras como el divisor y el cociente, o 
una menos; en el primer caso, el cociente tendrá exacta-
mente la diferencia entre el número de cifras del dividendo 
y el divisor; en el segundo caso (97—I.°), el cociente ten-
drá esa diferencia aumentada en una unidad. 
123. Aunque el procedimiento de la división es único, 
nos conviene para facilitar su exposición considerar tres 
casos: I.° que el cociente y el divisor tengan una cifra, 
teniendo el dividendo una ó dos; 2.° que el cociente tenga 
una cifra teniendo el dividendo y el divisor varias; y 3 ° 
que el cociente y sus términos tengan varias cifras. 
Para resolver el primer caso con más rapidez que por 
el procedimiento que ya conocemos (5o) basta saber de 
memoria la tabla de dividir, que es la misma de multiplicar 
pero usada de inverso modo; así, si queremos dividir 28 
por 7, buscaríamos 7 en la primera fila y descenderíamos 
en la columna que principia por este número hasta encon-
trar 28, el número 4 por donde principia la fila en que se
. 
encuentra 28 será el cociente: podría suceder que en la 
columna que principia por el divisor no se encontras ; el 
dividendo, como se verifica en el caso de que nos prof on-
gamos dividir 33 ,por 7, entonces el cociente no es entere 
y la división es inexacta (5o); por cociente puede tomm.rse 
el correspondiente al número inmediato inferior al divide::Ido 
que se encuentre en la columna que principia por el divi.;or, 
número que en el ejemplo propuesto es 28, cuyo cociente 
es 4; este cociente que es menor que e' verdadero se llama 
cociente entero ó por defecto, ó bien puede tomarse el 
inmediato superior 35 cuyo cociente es 5; á este se le llama 
cociente por exceso: debemos hacer notar que las divisio-
nes inexactas se efectúan siempre por defecto, pues aunque 
en algunos casos es más conveniente el cociente por ex- 
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ceso, cuando esto suceda, conocido el cociente por defecto 
podemos obtener inmediatamente el cociente por exceso 
aumentando en una unidad el cociente por defecto, y por lo 
que se refiere al exceso, lo encontraríamos restando el de-
fecto del divisor; una vez que dos múltiplos consecutivos 
de un número evidentemente se diferencian en este número. 
Claro está que si para cada cociente de dos números 
cuando el divisor y cociente tienen una cifra hubiéramos 
de aplicar la tabla de dividir, sería más breve el procedi-
miento (5o) conocido; de suerte que la ventaja de la tabla 
consiste en una vez formada retenerla en la memoria. 
El segundo caso se funda en el primero y en el se-
gundo caso de la multiplicación; una vez que el dividendo 
se compone del producto de la cifra del cociente por los di-
versos órdenes de unidades del divisor, más el resto si lo 
hay: y por tanto nos bastará para encontrar el cociente co-
nocer el producto de él por uno de los diversos órdenes de 
unidades del divisor, y dividir este producto por la cifra del 
divisor que represente unidades del mismo orden: más hay 
que tener en cuenta, que el único producto que podemos 
conocer es el de la cifra de orden superior del divisor por el 
cociente, pues este producto necesariamente tiene que estar 
contenido en la parte del dividendo compuesta por unidades 
del mismo orden, si bien pudiendo contener este número 
además las unidades de ese orden que hayan podido pro-
venir del producto del cociente por las unidades de los ór-
denes inferiores del divisor; por tanto si dividimos por la 
cifra del orden superior del divisor el número que repre-
senta unidades del mismo orden en el dividendo, obtendre-
mos la cifra del cociente ó una cifra mayor: para saber si 
es la verdadera ó mayor que la verdadera, se la multiplica 
por el divisor y si el producto se puede restar del dividendo, 
Î 
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la cifra será la verdadera, sino será mayor y habrá que 
disminuirla en una unidad, haciendo después la misma com-
probación hasta encontrar la verdadera. Con el fin de que 
sea más rápida la comprobación se hace la multiplicación y 
la resta á un mismo tiempo: y para no escribir la cifra del 
cociente hasta no estar seguros de que es la verdadera, se 
hacen la multiplicación y la resta á un mismo tiempo, men-
talmente y en orden inverso, es decir, principiando por el 
orden superior y continuando por los órdenes correlativos 
descendentes, hasta tanto que un resto parcial sea igual 6 
mayor que la cifra que estamos comprobando, en cuyo caso 
la cifra es la verdadera, ó hasta tanto que un producto par-
cial no pueda restarse del número que represente unidades 
del mismo orden en el dividendo, en cuyo caso la cifra es 
mayor que la verdadera; esto está fundado en que el caso 
más desfavorable sería cuando todas las cifras que siguie-
ran á la de orden superior del divisor fuesen nueves, más 
aún en este caso esas cifras no compondrían una unidad de 
ese orden, unidad que multiplicada por la cifra del cociente 
nos daría un número de unidades de ese orden igual á la 
cifra del cociente, y por tanto el producto de esa cifra por 
las cifras del divisor de orden inferior nos dará siempre un 
número de unidades de orden superior, inferior á ella misma: 
de donde, siempre que un resto parcial sea igual ó mayor 
que la cifra que estamos comprobando, el producto del divi-
sor por el cociente se podrá restar del dividendo y por conse-
cuencia la cifra será la verdadera: en este caso fines, encon-
traríamos el cociente, dividiendo por la cifra de orden 
superior del divisor la cifra 6 cifras que representan unida-
des del mismo orden en el dividendo, así se encontrará la 
cifra del cociente ó una cifra mayor; para comprobar si es 
la verdadera ó mayor que la verdadera se multiplica por el 
kl 
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divisor y se vé si se puede restar del dividendo, debiendo ha-
cer la multiplicación y la resta á un mismo tiempo, menta l-
mente y en orden inverso hasta que un resto parcial sea 
igual ó mayor que la cifra que estamos comprobando en cu-
yo caso es la verdadera, ó hasta que un producto parcial no 
se pueda restar del número que representa unidades del 
mismo orden en el dividendo, en cuyo caso es mayor que 
la verdadera y habrá que disminuir en una unidad para 
continuar la comprobación: así si queremos dividir 1,886 
por 235, dividiremos por las dos centenas del divisor las 
diez y ocho centenas del dividendo, el cociente, con arreglo 
al primer caso, es 9, multiplicaremos mentalmente 9 por 2 
y el producto i 8 centenas lo restaremos de las 18 centenas 
del dividendo dándonos de resto cero, como el resto es me-
nor que la cifra 9 que estamos comprobando, continuare-
mos multiplicando 9 por las tres decenas del divisor, lo que 
nos da veintisiete decenas, que no se pueden restar de las 
ocho decenas del dividendo, luego la cifra 9 es mayor que 
la verdadera y hay que disminuirla en una unidad lo que 
nos da la cifra 8 que multiplicada por las dos centenas del 
divisor nos da diez y seis centenas que restadas de las diez 
y ocho del dividendo nos quedan dos centenas; este resto 
es menor que la cifra que estamos comprobando y por tanto 
continuaremos multiplicando ocho por las tres decenas del 
divisor, lo que nos da veinticuatro decenas que restadas de 
las veintiocho que contiene el dividendo quedan cuatro de-
cenas, aún este resto es menor que la cifra que estamos 
comprobando, luego tenemos que continuar la multiplica-
ción de ocho por las cinco unidades del divisor lo que nos 
da cuarenta unidades que restadas de las cuarenta y seis 
unidades que contiene el dividendo nos queda de resto seis; 
luego el cociente es ocho y el resto es seis; si quisiéramos 
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obtener el cociente por exceso no tendríamos más que au-
mentar en una unidad el cociente obtenido, es decir que 
sería 8 -}- I - 9, y el exceso lo obtendríamos restando del 
divisor el resto, es decir que sería 235  — 6 = 2 2 9, por 
donde se vé que aquí el cociente más próximo al verdadero 
y por tanto el más conveniente es el cociente por defecto: 
se dispone prácticamente la operación escribiendo el divi-
dendo y á continuación el divisor, separándoles por una 
raya -d e arriba abajo, después se subraya el divisor para 
escribir debajo el cociente, y el resto, si lo hay, se escribe 
debajo del dividendo, en esta forma: 
DISPOSICIÓN PRACTICA. 
1886 
reato 6 
exceso 229 
 
235 
 
8 cociente per defecto. 
9 cociente por exceso. 
   
El tercer caso se funda en los anteriores y en el tercer 
caso de la multiplicación; una vez que el dividendo se com-
pone del producto del divisor por los diferentes órdenes de 
unidades del cociente, y como podemos conocer inmediata-
mente el número de cifras del cociente, número de cifras 
que en todo caso será igual (I 2 2) á el número de ceros que 
haya que poner á la derecha del divisor para que nos re-
sulte un número mayor que el dividendo, podremos obtener 
cada una de las cifras del cociente sabiendo el producto de 
cada una de ellas por el divisor y dividiéndole por él; ahora 
bien, todos estos productos parciales están contenidos en el 
dividendo, y aquí como en el segundo caso solo podemos 
conocer el producto del divisor por la cifra del orden supe-
rior del cociente, siendo la causa de que en esta operación 
se siga un orden inverso al de las operaciones ya expuestas; 
es evidente, que el producto del divisor por las unidades 
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de orden superior del cociente tiene que estar contenido en 
el número que representa unidades del mismo orden en 
el dividendo, si bien pudiendo contener este las unidades 
del mismo orden que hayan podido provenir del producto 
del divisor por los restantes órdenes de unidades del co-
ciente, pero estas unidades son siempre en número inferior 
al divisor, pues el caso más desfavorable sería aquel en que 
todas las cifras de los restantes órdenes de unidades del 
cociente fuesen nueves y aun así no compondrían una uni-
dad del orden superior del cociente, unidad, que multipli-
cada por el divisor nos dará un número de unidades de ese 
orden igual al divisor; por tanto, las cifras de los restantes 
órdenes del cociente multiplicadas por el divisor nos dan 
siempre un número de unidades del orden de la cifra su-
perior del cociente menor que el divisor, lo que hace que 
no influya en la determinación de la cifra de orden supe-
rior del cociente; de donde se deduce, que para deter-
minar la cifra de orden superior del cociente basta dividir 
por el divisor el número que representa en el dividendo 
unidades del mismo orden que la cifra que vamos á encon-
trar, división que está dentro del segundo caso; encontrada 
la cifra de orden superior la multiplicaremos por el divisor, 
la restaremos del dividendo, para lo cual bastará restar el 
producto del dividendo parcial, es decir, del número que en 
el dividendo representa unidades del mismo orden que la 
cifra del cociente que vamos á encontrar, y escribir á la de-
recha del resto parcial las restantes cifras, el número que 
así resulta contendrá el producto del divisor por los res-
tantes órdenes de unidades del cociente y el resto si lo 
hay, por tanto pa? a, encontrar la siguiente cifra del cociente 
bastará dividir por el divisor el número que en el resto re-
presenta unidades mismo orden que la cifra del cociente 
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que vamos á encontrar, división que haríamos de la misma 
manera que la anterior, y así continuaríamos hasta obtener 
todas las cifras del cociente, podría ocurrir que un dividen-
do parcial fuese menor que el divisor, esto nos diría que no 
había unidades de ese orden en el cociente, ocuparíamos su 
lugar con un cero y continuaríamos la operación: así si que-
remos dividir 633,122  por 894, como se necesitan poner 
tres ceros á la derecha del divisor para que resulte un nú-
mero mayor que el dividendo, el cociente tiene tres cifras 
y por tanto constará de centenas, decenas y unidades; 
para obtener las centenas, dividiremos las 6,331 centenas 
del dividendo por el divisor lo que nos da 7 que multiplican-
do por el divisor y restado el producto del dividendo parcial 
6,3 3 I nos queda de resto parcial 73 y como resto total 7,3 2 2, 
para obtener las decenas del cociente se dividen las 732  
decenas del resto total por el divisor y como el dividendo 
parcial es menor que el divisor esto nos dice que el cociente 
no tiene decenas y que por tanto habrá que ocupar su lugar 
con un cero y por último se obtienen las unidades del co-
ciente dividiendo las 7,322 unidades del resto total por el 
divisor, lo que nos da 8, que multiplicado el divisor y resta-
do del dividendo parcial nos da 170 para resto de la divi-
sión, y 708 para cociente; en la práctica se acostumbra á 
separar el primer dividendo parcial por una coma puesta á 
la derecha de la cifra que representa en el dividendo unida-
des del mismo orden que la cifra del cociente que vamos á 
buscar y para obtener los demás dividendos parciales basta 
escribir á la derecha de cada resto parcial la cifra del divi-
dendo de orden inmediato inferior á la última cifra obtenida 
en el cociente, poniendo á cada cifra que se baja del divi-
dendo una coma á la derecha con el fin de no equivocarnos 
por donde se ve que los dividendos parciales, cocientes par- 
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ciales y restos parciales de cada división parcial son del 
mismo orden de unidades; la disposición práctica de la ope-
ración es como sigue: 
DISPOSICIÓN PRACTICA. 
633 1,2,2, 
732 2 
resto 1 '7 0 
exceso 7 2 
 
894 
 
'70 8  cociente entero. 
70-9 coclente por exceso. 
   
De lo expuest se deduce la s 
vidir dos números 
 124. REGLA ll D IDIR. Pa  
enteros se escribe e%div • dó; á 
i nte regla para di- 
'vidir dos números 
fir. nación el divisor 
separados por una ra 	 e ameba abajo subrayando el di- 
visor para escribir debajo el cociente, hecho esto se separa 
de la izquierda del dividendo el número que en él represen-
ta el mismo orden de unidades que la cifra del cociente de 
orden superior y así obtendremos el primer dividendo par-
cial que dividido por el divisor, nos dará la cifra del co-
ciente de orden superior, una vez obtenida se multiplica 
por el divisor y el producto se resta del dividendo parcial, 
d la derecha del resto que se obtenga pondremos la cifra 
siguiente del dividendo y así tendremos el segundo divi-
dendo parcial que dividido por el divisor nos dard la si-
guiente cifra del cociente y así se continúa hasta obtener 
todas las cifras del cociente. Si algún dividendo parcial es 
menor que el divisor se escribe cero en el cociente y se con-
tinúa la división. Esta regla tiene partes esenciales y par-
tes convenientes; las esenciales son obtener los diferentes 
órdenes de unidades del cociente separadamente, princi-
piando por el orden superior y continuando por los órde-
nes correlativos descendentes, pues es de la única manera 
r 
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que podemos ir separando del dividendo los productos del 
divisor por los diferentes órdenes de unidades del cociente; 
las convenientes son escribir el dividendo y á continuación 
el divisor separados por una raya de arriba abajo, sub-a-
yando el divisor para escribir debajo el cociente, así corno 
también la separación del primer dividendo parcial y ob-
tención de los siguientes lo mismo que los restos parciales; 
estas son convenientes porque facilitan y abrevian notable-
mente la operación, una vez que con ellas se evita el con-
fundir las cifras que representan unidades del mismo orden 
con las de órdenes diferentes y escribir las cifras del divi-
dendo con las cuales no hayamos de operar. 
EJERCICIOS. 
L. 1674918 189 	 2.° 31884'740 779 	 3 . ° 44556677 1999 
125. Cuando los números que queramos dividir co-
rrespondan á un sistema de mensuración, la regla dada no 
varía, si bien teniendo en cuenta que el dividendo y divisor 
pueden ser homogéneos ó heterogéneos: cuando son ho-
mogéneos la división de esta clase de números resuelve en 
la práctica siempre el siguiente problema: dado el valor de 
varias unidades y el de una de ellas hallar el número de 
unidades, esto exige que el dividendo y divisor estén re-
ducidos á unidades de un mismo orden, que conviene sea 
el ínfimo para que tanto uno como otro estén expresados 
en números enteros, pues de otra suerte sobre ser más 
complicado no sería de este lugar; cuando son heterogé-
neos la división de esta clase de números resuelve siempre 
en la práctica el siguiente problema: dado el valor de va-
rias unidades y el número de ellas hallar el valor de una 
unidad; esto exige que el divisor esté expresado en uni- 
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dades del mismo orden que la unidad cuyo valor vamos á 
buscar, de manera que sino está ya expresado de esa ma-
nera habrá que reducirlo á unidades de ese orden que si 
al efectuarlo nos resultase un número fraccionario, claro 
está que no podríam )s resolverlo en este lugar sino en los 
números fraccionarios. 
En el caso de que el dividendo contenga unidades de 
diferentes órdenes, puede reducirse el dividendo al orden 
ínfirto (89), ó bien y esto será lo más conveniente dejarle 
en I t forma que está:" si lo primero, basta aplicar la regla; 
si lo segundo se dividen por el divisor los diferentes órde-
nes de unidades del dividendo principiando por el orden 
superior y continuando por los órdenes correlativos des-
cendentes, teniendo en cuenta de incorporar los restos 
parciales á las unidades del orden inmediato inferior. Así 
si queremos saber cuántas libras de género podríamos 
comprar con 121 duros costando la libra dos duros y cuatro 
reales; como el dividendo y divisor son homogéneos es 
preciso reducirlos ambos al orden ínfimo que aquí es reales 
lo que nos da respectivamente 2,420 reales y 44 .reales, 
dividiendo conforme á la regla 2,420 por 44 obtendremos 
de cociente S5 que es el número de libras que podemos 
comprar; si en vez de ser el dividendo y el divisor homo-
géneos fuesen heterogéneos como en el caso que nos pro-
pusiésemos saber cuánto costaría la libra de un género que 
dos arrobas y 5 libras nos han costado I 21 duros, enton-
ces es preciso reducir el divisor á libras lo que nos da 55 
libras y dividir 121 por 55 lo que nos dá 2 de cociente 
y I i de resto que multiplicado por 20 reales que tiene un 
duro nos da 220 que dividido por 55 se obtiene de co-
ciente exacto 4, luego la libra costará 2 duros y 4 reales; 
si el dividendo en lugar de ser 121 duros hubiere sido t 23 
25 
2 
50 
5 
121 
11 
20 
55 	 220 
0 
con movimiento Si un móvil recorre en 8 minutos 
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duros g  15 reales podríamos reducir el dividendo á reales 
que sum  2,475 reales y dividir por 55 lo que nos da 45 
reales, de  cociente ó bien dejar el dividendo en la forma 
que está y dividir 123 por 55 lo que nos da 2 de cociente 
y 13 die  resto, este se reduce á reales multiplicando por 20 
lo que nos da 26o que sumados con los 15 reales son 275 
reales, , estos se dividen por 55 y el cociente 5 reales com-
pleta cociente pedido, es decir que el cociente es 2 du-
ros y 
 5  reales, la disposición práctica de estas operaciones 
es la siguiente: 
I 
 -a 	 121 
2 
20 2420 44 
20 220 40 55 is. 
2420 4 0 
44 
55 
2 ds.- -4 rs. 
a 
AMY 
( -° 	 44976 a. 
EJERCICIOS. 
12 a. 
	 2 . ° 684 ds.- 8 hs - -9 ms. 
PROBLEMAS. 
I."  
uniforme 14 varas, 2 pies, 6 pulgadas, ¿cuál será la velo-
cidad del móvil en un minuto? 
La tierra en su movimiento de rotación gira un n 
47 
55 
 45 rs.
re. I 55 
1 2 ds.- -5 rs.  
275 
0 
123 ds.- -15 
13 	 260 
20 
230 
75,_a 2 4 7,5 
275 
0 
F-123--f 
grado cada 4 minutos, ¿cuánto girará en 7 horas, 36 mi-
nutos y 15 segundos? 
3.° Si con 7 duros, io reales, 8 maravedises se compra 
una arroba de un género, con 38 duros, 6 reales, 16 ma-
ravedises, ¿cuántas se comprarán? 
LECCIÓN 15.' 
Consocucuclus do lA dl . lstón. 
126. Para dividir una suma indicada por un número 
basta dividir cada sumando por dicho número y sumar los 
cocientes parciales: en efecto, si queremos dividir 12 + 15_ 
+ 21 por 3, decimos que bastará dividir cada uno de los 
sumandos por 3 y sumar los cocientes parciales, es decir, 
que (I2+15+21): 3=12 : 3 + 15 : 3+ 2I: 3;esto 
es evidente pues (1 I 3) (I 2 : 3 + 15 : 3 + 21 : 3) X 3 
(12: 3)X3 -1- ( 1 5 : 3)X3+( 21 :3)X3= 12 +15 +21; 
de donde dividiendo el primer miembro y el último por 3 
resulta 2 : 3+ 1 5:3 + 21 : 3 (1 2 +15+ 2I): 3 . 
ESCOLIO. El teorema anterior podíamos haberle de-
mostrado por un procedimiento análogo al seguido en el 
tercer caso de la división; pues no existe más diferencia que 
allí los sumandos estaban todos reunidos en el dividendo 
y tuvimos que irlos separando sucesivamente según obte-
níamos cada una de las cifras (lel cociente, y que aquí los 
cocientes en lugar de ser cada uno de un solo orden de 
unidades pueden contener diversos órdenes; no obstante el 
razonamiento que allí hicimos es aplicable al caso presente, 
pues cada uno de los sumandos son partes del dividendo 
que le constituyen. 
Como en toda igualdad se puede poner el p rimer 
miembro por segundo ó el segundo por primero, cuando en 
la igualdad (12+ 1 5+ 21): 3= 12: 3+ 1 5 : 3+ 2 I : 3. se 
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pone en lugar del primer miembro el segundo, se dice qu( 
se efectúa la operación indicada, y cuando en lugar del se 
gundo se pone el primero, se dice que se saca á 3 diviso r 
común de los números á quien divide. 
127. Para dividir una diferencia indicada por un nú 
n- ero, basta dividir el minuendo y el sustraendo por dicho 
n amero y restar los cocientes parciales: en efecto, si quere -
mos dividir 36-24 por 4, decirnos que basta dividir 36 
p 3r 4 y 24 por 4 restando estos dos cocientes para obtener 
e . cociente propuesto, es decir, que (36-24) : 4=36:4 -- 
24 : 4, esto es evidente pues (i 1 4) (3 6 :4 — 2 4 : 4) X 4 = 
(36 : 4) X 4 — ( 2 4 ; 4) X 4 = 36 — 24; y dividiendo por 4 e l 
primer miembro y el último da 36 : 4
— 2 44=-(3 6-24):4 
Escolio. Aquí como en el teorema anterior debemos 
observar que cuando la igualdad (36 — 2 4) : 4 = 36 : 4 —
24 : 4 , se pone en lugar del primer miembro el segundo, se 
dice que se efectúa la operación indicada, y cuando en lu-
gar del segundo miembro se pone el primero se dice que 
se saca á 4 divisor común de ..os números á quien divide 
128. De lo expuesto en los dos párrafos anteriores se 
deducen las siguientes propiedades: i . a Todo número que 
divida á varios, divide á su suma: pues siendo enteros 
todos los cocientes parciales , su suma también lo será . 
z.a Todo número que divida á otro, divide á sus múltiplos: 
pues todo múltiplo de un número es la suma de varios su 
mandos iguales á este número. 3.a Todo número que divida 
al minuendo y sustraendo de una sustracción, divide al resto: 
pues siendo enteros los dos cocientes parciales su diferencia 
también lo será. 4.a Todo número que divide á uno de dos 
sumandos y no divida al otro, no divide á la suma: pues 
siendo entero uno de los dos cocientes parciales y el otro 
no, la suma no lo será. 
1 
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129. Siempre que el dividendo y el divisor de una di-
visión se multiplican por un mismo número ó se dividen por 
 
un divisor común á ambos, el cociente no varía y el resto 
 
si lo hay queda multiplicado ó dividido por el mismo número. 
 
Sea la división 47 : 8, cuyo .cociente es 5 y el resto 7, 
 
si multiplicamos por 3 el dividendo y el divisor vamos á de-
mostrar que el cociente 5 no varía y el resto 7 queda mul-
tiplicado por 3. En efecto, tenemos (5o) 47 -= 8 X 5 ± 7 y 
 
multiplicando los dos miembros de esta igualdad por 3 
 
tendremos (I 13) 47 X 3= 8 X 3 X 5 -f- 
 7  X 3. Si ahora divi-
dimos los dos miembros de esta igualdad por 3 evidente-
mente se obtiene 47 = 8 X 5 + 7 , es decir que si se dividen 
 
el dividendo y el divisor de una división por un divisor 
 
común á ambos el cociente no altera y el resto si lo hay  
queda dividido por el mismo número. 
 
130. Todo número que en una división inexacta divida  
al dividendo y al divisor, divide al resto; y si divide al divi-
sor y al resto, divide :ambiér.. al dividendo.  
Sean el dividendo 4 ^ . , el divisor 8, el cociente entero 5  
y el resto 4,  vamos á demostrar que 4 es divisible por todo.  
divisor, tal como 2, de 44 y 8; y que 44 es divisible por  
todo divisor tal como 2 de 8 y 4. En efecto, I.° Según  
sabemos 44 — 8 X 5 =4, pero todo divisor de 44 y 8 es  
divisor de 8 X 5 (128, 2. a) y siéndolo de 44 y 8 X 5 lo 
será de 4 (128, 3.a); 2.° También sabemos (5o) que 44= 
8 X 5± 4 y siéndolo de 8 X 5 y 4 lo será de 44 028, I.a) 
131. Para dividir un producto por un divisor de uno  
de sus factores basta dividir este factor por dicho diviso:  
pues el cociente que así resulta multiplicado por el diviso:  
nos da por producto el dividendo (I I I.).  
132. Para dividir un número por un producto de varios  
factores se divide sucesivamente por cada uno de ellos. En  
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efecto, si queremos dividir 1,956  por 2 3 1= 3 x 7 x II, el 
cociente de la división de 1,956 por 231  es 8 por defecto 
y 9 por exceso, por tanto 231 x 8 < 1,956  < 2 3 1  X 9, de 
donde resulta que dividiendo 3 x 7 x I I x  8  primero, por 3 
después por 7, después por II obtendremos el cociente 8 y 
si hacemos esto mismo con 3 x 7 x 1 1 x9 obtendremos de co. 
ciente 9, luego dividiendo 1,956 por 3 el  cociente por 7 y 
el cociente por I I necesariamente  encontraremos un co-
ciente mayor que 8 y menor que 9, es decir.  el mismo que 
dividiendo por el producto 231. 
133. Para dividir potencias de un mismo número, se 
eleva este número á una potencia igual  a la diferencia de 
los exponentes del dividendo y divisor. En efecto, si quere-
mos dividir 7" por 7 2 decimos que el cociente será 7" -2=7' 
una vez que 7 4 X 7'= 7 6  
134. La prueba de la división consiste en multipliéar 
el cociente por el divisor y el producto, si la operación está 
bien hecha, debe de ser igual al dividendo 
 sino hay resto, 
ó al dividendo menos el resto si lo hay (5o). Las condicio-
nes de esta prueba no son las que 
 debiera tener para ser 
empleada con ventaja; una vez que hay 
 que escribir nue-
vas cifras. 
135. La operación de dividir se abrevia en los casos 
siguientes: I .° Cuando el divisor tiene 
 una sola cifra y el 
dividendo varias; en este caso se escribe el 
 cociente debaj6 
ciel dividendo y una vez que las divisiones 
 parciales están 
en el primer caso de la división no se escriben ni los restos 
parciales ni los dividendos parciales y se 
 acostumbra á em-
plear para el divisor la nomenclatura de los 
 números  parti-
tivos como en la expresión de los números fraccionarios. 
La abreviación consiste en no escribir los 
 dividendos y res-
tos parciales y en la disposición práctica 
 como  si quisiéra- 
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mos dividir 436 por 2 diríamos la mitad de 4 son 2, se es-
cribiría debajo del 4 y no queda nada, la mitad de 3 una, 
y queda una que incorporada al 6 son 16, y últimamente 
la mitad de 16 es 8 que se escribiría debajo del 6, obte-
niendo de cociente 218. 
EJEMPLOS. 
1. ° 	 436:2 	 2 ° 	 756:6 	 ;.° 	 42.5: J 
218 
	 126 	 47 
2.° Cuando teniendo el dividendo varias cifras el divi-
sor es la unidad seguida de ceros: en este caso el cociente 
se obtiene separando de la izquierda del dividendo el nú-
mero que represente unidades del orden indicado por el 
divisor, y el resto lo compondrán las cifras restantes. 
La abreviación consiste en que no hay necesidad de 
seguir ninguno de los trámites consignados en la regla ge-
neral, y en que inmediatamente se obtienen el cociente y 
el resto. 
EJEMPLOS. 
1.° 	 75.86:100 	 2 . ° 47.965:1000 	 3 . ° 876.4321:10000 
cociente resto. 	 cociente resto. 	 cociente resto. 
3.° Cuando el dividendo y el divisor terminan en ce-
ros: en este caso se suprimen en el divisor los ceros en que 
termine y se separan de la derecha del dividendo tantas 
cifras cuantos ceros hayamos suprimido en el divisor, he-
cho esto se aplica la regla y el cociente que se obtenga 
será el buscado, y en el resto, si lo hubiese, se escribirán 
á la derecha las cifras separadas en el dividendo sean ó 
no ceros. 
La abreviación consiste en operar con números me-
nores que los dados. 
82.0000 
8 cociente. 
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EJEMPLOS. 
1 ° 420.00:7.00 2 . ° 	 675.6000 
cociente 60 	 resto 19 6000 
Y 4. 0 Cuando teniendo el dividendo y el divisor varias 
cifras el cociente haya de tener 9 cifras ó más: en este caso 
se obtienen las cifras del cociente, formando préviamente 
los productos del divisor por los nueve primeros números. 
La abreviación consiste en no tener que ensayar nin-
guna de las cifras del cociente, pues inmediatamente vemos 
la cifra que multiplicada por el divisor nos dá el .dividendo 
parcial ó un producto inmediatamente inferior, y queda re-
ducida la división á simples sustracciones. 
EJEMPLO. 
Productos del divisor 
por los 9 p Micros números. 
'7 8 9,4,0,3,6,8,9,4,7,4, 
582 
2074 
2037 
291 
2712727455 
    
 
1 	 291 
2 	 582 
3 	 873 
4 	 1164 
5 1455 
6 	 1746 
7 2037 
8 2328 
9 	 2619 
  
   
370 
291 
    
     
793 
582 
   
     
2116 
2037 
  
       
798 
582 
 
2169 
2037 
1324 
1164 
1607 
1455 
1524 
1455 
69 
CAPÍTULO II. 
Propiedades elementales. 
LECCIÓN 16.' 
Dlvlstbiltdad. 
136. DIVISIBILIDAD, es la parte de la Aritmética que 
tiene por objeto determinar los caracteres que luz de tener 
un númeró para que sea divisible por otro. 
Ya sabemos que para conocer si un número es ó no 
divisible por otro, basta ejecutar la división; si es exacta el 
número será divisible y si es inexacta no lo será; en el pri-
mer caso si el número por quien tenemos que dividir es 5, 
á todo el que sea divisible por él ó múltiplo de él se acos- 
tumbra á representarle por m. 5 ó bien por 5; en el segun- 
do caso el número se representa por dos sumandos uno 
m. 5 ó 5 y el otro un número menor que 5. Así pues, la teo-
ría de la divisibilidad se ocupa de darnos procedimientos 
más breves que el de la división, y esto hace que aun 
cuando existe un procedimiento general para determinar 
los caracteres de divisibilidad de un número cualquiera, no 
se aplique á aquellos números cuyos caracteres de divisibi-
lidad sean más complicados que el procedimiento de la 
división. 
137. El fundamento de esta teoría, además de la divi-
sión y sus consecuencias, consiste en la ley más ó menos 
complicada que necesariamente han de seguir los restos 
que resulten de dividir, por el número cuyos caracteres de 
9 
— 
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divisibilidad queramos determinar, los diferentes órdenes .de 
unidades; es decir, I y las diferentes potencias de Io, si 
esta ley es más sencilla ó más breve que ejecutar la divi-
sión, claro está que será conveniente aplicarla, pero si es 
más complicada ó más pesada que ejecutar la división no 
será conveniente su empleo. 
138. En virtud de lo expuesto, los números á que se 
limita esta teoría son la base del sistema de numeración 
adoptada y sus potencia s, los factores de la base y sus po-
tencias, la base disminuida en una unidad y su factor, y la 
base aumentada en una unidad; es decir, i o y sus potencias, 
2 y sus potencias, 5 y sus potencias, 9 y su factor 3, y I I. 
139. CARACTERES DE DIVISIBILIDAD POR I  Y SUS l'O-
TENCIAS. Es evidente que la unidad simple ó de primer or-
den dividida por I o nos dá de resto I y por tanto un nú-
mero cualquiera de unidades de primer orden nos darán por 
resto el mismo número de unidades; la unidad de segundo 
orden dividida por sí misma no nos dá resto alguno y lo 
mismo sucede con un número cualquiera de unidades de se-
gundo orden y con los órdenes superiores; por tanto como 
á todo número se le puede considerar compuesto de dos su-
mandos uno las decenas del número, y otro las unidades, las 
decenas son siempre divisibles por I o y las unidades no, lue-
go: (128, I. 3) para que un número sea divisible por lo, es 
preciso que la cifra de las unidades sea cero. Haciendo un 
razonamiento análogo al anterior veremos que las unidades 
de primero y segundo orden al dividirlas por Io 2.=IoO, 
nos dan por resto un número igual á ellas mismas, y si son 
varias unidades de primero ó segundo orden nos dan un 
resto igual al número de ellas, pero las de tercer orden y 
superiores no nos dan resto alguno; por tanto, como á todo 
número se le puede considerar compuesto de dos suman- 
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dos, uno las centenas del número, y otro el número formado 
de las decenas y unidades, las centenas son siempre divisi- 
bles por I oo y el número formado de las decenas y unida- 
des no, luego (128, I.a) para que un número sea divisible 
por roe, es preciso que las cifras de las decenas y unidades 
sean ceros. Como los razonamientos serían los mismos para 
cualquier potencia de i o, se deduce que: un número será 
divisible por una potencia cualquiera de ro, si termina en 
tantos ceros como unidades tenga el exponente de la potencia. 
140. CARACTERES DE DIVISIBILIDAD POR 2 Y SUS POTEN- 
CIAS. Como dos es factor de diez (i 28, 2.a) las unidades 
de segundo orden y superiores serán divisibles por dos, y 
por tanto si las unidades de primer orden lo son el nú-
mero también lo será, pero como las unidades de p rimer 
orden en nuestro sistema no pueden pasar de nueve y 
evidentemente 2, 4, 6 y son divisibles por 2, por lo que se 
las llama cifras pares y por oposición á las cifras 1, 3, 5, 7 
y 9 se les llama cfras impares, si consideramos á todo 
número como compuesto de dos sumandos, uno las dece-
nas del número y otro las unidades, las decenas son siem-
pre divisibles por 2 y las unidades solo cuando estén 
expresadas por una cifra par luego (t 28,1.a); para que un 
número sea divisible por 2, es preciso que la cifra de las 
unidades sea cero ó cifra par. Haciendo razonamientos 
análogos á los anteriores, veremos que las unidades de 
tercer orden y superiores son divisibles por 2 2-4, y por 
tanto si el número formado por las unidades de segundo 
y primer orden es divisible por 2 '2 el número propuesto 
también lo será; pues á todo número se le puede considerar 
compuesto de dos sumandos uho las centenas del número 
y otro el número formado por las decenas y unidades, las 
centenas son siempre divisibles por 2 2 y el número for- 
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mado por las decenas y unidades no. Luego (I 28,1.a): para 
que un número sea divisible por 2 2 , es preciso que las cifras 
de las decenas y unidades sean ceros ó formen un múltiplo 
de 2 2. Como los razonamientos serían los mismos para cual-
quier potencia de dos, se deduce que: un número será di-
visible por una potencia cualquiera de dos, si termina en 
tantos ceros como unidades tenga el exponente de la poten-
cia, ó el número formado por tantas cifras de su derecha 
como unidades tenga el exponente de la potencia sea múlti-
plo de la potencia propuesta. 
141. CARACTERES DE DIVISIBILIDAD POR 5 Y SUS PO-
TENCIAS. Como 5 es factor de diez (128, 2. a) las unida-
des de segundo orden y superiores serán divisibles por 
cinco, y por tanto, si las unidades de primer orden lo son, 
el número también lo será, pero como las unidades de pri-
mer orden no pueden pasar de nueve y evidentemente 5 
es divisible por sí mismo y las restantes no; si considera-
mos á todo número como compuesto de dos sumandos, 
uno las decenas del número y otro las unidades, las dece-
nas son siempre divisibles por cinco y las unidades solo 
cuando sean 5 luego (128 I.a): para que un número sea 
divisible por 5, es preciso que la cifra de las unidades sea 
cero ó cinco. Haciendo razonamientos análogos á los ante-
riores, veremos que las unidades de tercer orden y supe-
riores son divisibles por 5 2 
 =25, y por tanto, si el número 
formado por las unidades de segundo y primer orden es 
divisible por 5 2. El número propuesto también lo será, pues 
á todo número se le puede considerar compuesto de dos 
sumandos, uno las centenas del número y otro el número 
formado por las decenas y unidades, las centenas son 
siempre divisibles por 5 2 
 y el número formado por las 
decenas y unidades no, luego (I 28,1.a): para que un nú- 
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mero sea divisible por 5 es preciso que las cifras de las 
decenas y unidades sean ceros ó formen un múltiplo de 5°. 
Como los razonamiento§ serían los mismos para cualquier 
potencia de 5, se deduce que: un número será divisible por 
una potencia cualquiera de cinco; si termina en tantos ceros 
como unidades tenga el exponente de la potencia, ó el nú-
mero formado por tantas cifras de su derecha como unida-
des tenga el exponente de la potencia sea múltiplo de la po-
tenció propuesta. 
142. Escollo. Los caracteres de divisibilidad por las 
potencias de dos y cinco no suelen aplicarse más que á las 
segundas y terceras potencias; pues las superiores no tie-
nen gran ventaja á no ser números muy considerables: á 
la segunda y tercera potencia de dos, como son números 
de una sola cifra, se aplica con ventaja el procedimiento 
llamado de los fueras," que consiste en aplicar la abrevia-
ción 035,1.°) solo para la determinación de los restos, así, 
si queremos averiguar si el número 986 756 es ó nó divisi-
ble por 4 y por 8 diríamos cinco fuera los cuatros una que 
incorporada al seis son diez y seis fuera los cuatro nada, 
luego el número es divisible por 4; para el 8 diríamos, 
siete fuera los ochos siete que incorporado al cinco son se-
tenta y cinco, fuera los ochos tres que incorporado al seis 
son treinta y seis fuera los ochos cuatro, luego el número 
no es divisible por 8. La segunda y tercera potencia de 5, 
como los números de dos cifras divisibles por 25 son solo 
2 5, 5o y 75, y los números de tres cifras divisibles por 125 
son solo 12 5, 2 5o, 375, 500, 62 5, 75o y 875 es fácil re-
tenerlos en la memoria y por consecuencia sencilla la apli-
cación de las condiciones de divisibilidad. 
113. CARACTERES DE DIVISIBILIDAD POR 9 Y POR 3. Si 
aplicamos el procedimiento general (i 37) para determinar 
--I 34— 
los caracteres de divisibilidad por 9 tendremos que el 
resto de dividir por 9 los diferentes órdenes de unidades 
es uno, y por tanto, un número cualquiera de unidades de 
un orden cualquiera nos darán de resto el mismo número de 
unidades, pero como á todo número lo podernos conside-
rar compuesto de sus diferentes órdenes de unidades y cada 
una de sus partes compuesta de dos sumandos uno 9 y el 
otro el número de unidades que contenga esa parte, ten-
dremos que el número propuesto se compondrá de tantos 
múltiplos de nueve como partes tenga y de la suma de los 
valores absolutos de las cifras que le expresen; ahora bien 
los múltiplos de nueve componen un 9 (128,1 . a ) luego: 
Jara Arce  un número sea divisible por nueve, es preciso que 
la suma de los valores absolutos de sus - cifras sea divisible 
por nueve. Como todo 9 es 3 (I 28,2.a): para que un nú-
mero sea divisible por tres, es preciso que la. suma de los 
valores absolutos de sus cifras sea divisible por tres. 
1 	 CARACTERES. DE DIVISIBILIDAD POR I I. Si aplica- 
mos el procedimiento general (i J7) para determinar los 
caracteres de divisibilidad por II tendremos que el resto de 
dividir por I i los órdenes de unidades de lugar impar es 
uno, y el exceso de dividir por once los órdenes de unida-
des de lugar par es también uno, y por tanto, un número 
cualquiera de unidades de un orden impar darán de resto 
el mismo número de unidades, y un número cualquiera de 
unidades de un orden par 
 • darán de exceso el mismo nú-
mero de unidades, pero como á todo número lo podemos 
considerar compuesto de sus diferentes órdenes de unida-
des y cada una de sus partes, si de orden impar, coin- 
puesta de dos sumandos uno I i y otro el número de uni- 
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dades que contenga esa parte, y si es de orden par, 
compuesta de clos términos de una sustracción el ' mi- 
nuendo II y el sustraendo el número de unidades que 
contenga esa parte; tendremos que el número propuesto 
se compondrá de tantos 11 como partes tenga, mas la 
suma de los valores absolutos de las cifras de lugar impar, 
menos la suma de los valores absolutos de las cifras de 
lugar par; ahora bien los 1 i componen un 11 (128,1.') 
luego (128, I.a y 3.'): para que un número sea divisible 
por ii, es preciso que la diferencia entre la suma de los 
valores absolutos de las cifras de lugar impar, contando de 
derecha á izquierda  y la suma de los valores absolutos de 
las cifras de' lugar par, sea cero b divisible por once. 
1415. APLICACIÓN DEL PROCEDIMIENTO (;ENERAL A Los 
CARACTERES I)E DIVISIBILIDAD POR 7. Si dividimos por 7 
los difentes órdenes de unidades obtendremos sucesivamen-
te por restos 1, 3, 2 para las unidades, decenas y centenas 
simples de cualquier unidad principal, y por excesos tam-
bién I, 3, 2 para las unidades, decenas y centenas de mi-
llar de cualquier unidad principal; así como las unidades 
simples de cualquier unidad principal nos dan de resto 
uno, y las unidades de millar de cualquier, unidad principal 
dan de exceso uno, y últimamente una unidad principal 
cualquiera nos dá de resto uno: de aquí se deducen por 
razonamientos análogos á los expuestos en los párrafos 
anteriores las siguien tes condiciones de divisibilidad de 
un número por 7: 1.a para que un núrniro sea divi-
sible por 7, es preciso que dividiendo el número en sec-
ciones de á tres cifras,  contando de derecha d izquierda, 
y multiplicando las unidades de cada sección por uno, 
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las decenas por tres y las centenas por dos, la diferen-
cia entre la suma de los números que así resulten ,de las 
secciones del lugar impar y la suma de los que resulten de 
las secciones del lugar par, sea cero ó divisible por 7; 
2. a  para que un número sea divisible por 7, es preciso que 
dividiendo el número en secciones de á tres cifras, contando 
de derecha á izquierda, la diferencia entre la suma de las 
secciones del lugar impar, y la suma de las de lugar par 
sea cero 6 divisible por 7; 3.a para que un número sea divisi-
ble por 7, es preciso que dividiendo el número en períodos de . 
 seis cifras, contando de derecha á izquierda, y sumados esos 
eríodos la suma sea divisible por 7. Estas tres reglas de- 
l/ ducidas de la aplicación del procedimiento general (i 37) se 
complementan; una vez que siendo la más sencilla de apli-
car la 3.a tiene, no obstante, el inconveniente que la suma 
de los períodos tendrá por lo menos seis cifras, si tuviese 
más, á la suma se aplicaría otra vez la regla hasta que solo 
tuviese seis cifras, número al que podríamos aplicar la se-
gunda regla que es más sencilla que la primera pero que 
tiene también el inconveniente de que la diferencia tendrá 
por lo menos tres cifras (si tuviese más, á la diferencia se 
aplicaría otra vez la regla hasta que solo tuviese tres cifras) 
número al que tendríamos que aplicar la primera regla, de 
cualquier modo es preferible aplicar el procedimiento de 
los fueras (142) antes no solo que las reglas anteriores sino 
que también la regla siguiente que dan algunos autores: 
para que un número sea divisible por 7, es preciso que 
prescindiendo de la cifra de las unidades duplicándola y 
restando el resultado de las decenas el resto sea divisible 
por 7. Esta regla,—fundada en que lo que se resta del nú- 
mero son 21 veces las unidades que es un 7; una vez que 
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se resta las unidades al prescindir de ellas, al duplicarlas y 
restarlas de las decenas es restar 2 X 10=20 que compo-
nen 21 veces; ahora bien, si el resto y el sustraendo son 
divisibles por 7 el minuendo (128, I.a) que es el nú-
mero propuesto también lo será,—solo es aplicable con ven-
taja á números poco considerables. Lo que sucede con 7 
sucede con los demás números distintos de aquellos cuyos 
caracteres de divisibilidad hemos expuesto por la que no 
se acostumbra á determinar sus caracteres de divisibilidad 
y solo se suelen poner como ejercicios de esta teoría. 
Ejemplos: 1.° Averiguar si el número 856700 es ó no 
divisible por la base y sus potencias, aplicando las reglas 
veríamos que es divisible por 1 o y por 1 o° y no lo es por 
las restantes potencias pues solo termina en dos ceros: 2.° 
Averiguar si el número 48976 es divisible ó no por 2 y sus 
potencias, aplicando las reglas tendremos que es divisible; 
por 2, porque termina en cifra par; por 4, porque el núme-
ro compuesto por sus decenas y unidades es divisible por 4; 
por 8, porque el número compuesto por sus centenas, dece-
nas y unidades es divisible por 8; por 16, porque el número 
compuesto por sus millares, centenas, decenas y unidades 
es divisible por 8; por 16: porque el número compuesto por 
sus millares, centenas, decenas y unidades es divisible por 
16; y por último que no es divisible por 32 porque ejecu-
tada la división nos dá el resto 16: 3.° Averiguar si el 
número 6875 es ó no divisible por 5 y sus potencias, 
aplicando las reglas tendremos, que es divisible; por 5, 
porque termina en 5; por 25, porque el número com-
puesto por sus decenas y unidades es divisible por 25; 
por 125, porque el número compuesto por sus cente-
nas, decenas y unidades es divisible por 125; y por 625, 
porque ejecutada la división nos dá de resto cero: 4.° 
10 
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Averiguar si el número 724305 es 6 no divisible por 9 
y por 3, aplicando las reglas tendremos, que no es di- 
visible por 9 porque la suma de los valores absolutos de 
sus cifras no lo es; y que es divisible por 3 por serlo la 
suma de los valores absolutos de sus cifras: 5.° Averiguar 
si el número 967582 es 6 no divisible por ir, aplicando 
la regla tendremos, que es divisible porque la diferencia 
entre la suma de los valores absolutos del lugar impar, 
contando de derecha á izquierda, y la suma de los valores 
absolutos del lugar par es divisible por I 1, aquí sucede 
que es menor la suma de los valores absolutos de las ci- 
fras del lugar impar que la suma de los valores absolutos 
de las cifras del lugar par pero no hay ningun inconve- 
niente en tomar el minuendo por sustraendo y viceversa 
(98, 3. °) una vez que en lugar de ser  el número propuesto 
igual á la suma de un II con la diferencia entre la suma 
de los valores absolutos de las cifras del . lugar impar y 
la suma de los valores absolútos de las cifras del lugar 
par, sería igual á la diferencia entre un 
 II y la diferencia 
entre la suma de los valores absolutos de las cifras del lugar 
par y la suma de los valores absolutos de las cifras del lu- 
gar impar, en esta forma 967582= I I + (13-24)=11-
(24-13): 6.° Averiguar si el número 7896 es ó no divisi-
ble por 7, aplicando la última de las reglas que hemos dado 
tendremos que es divisible por 7, porque prescindiendo 
de las unidades duplicándolas y restando el resultado de 
las decenas, el resto es divisible por 7, en esta forma 
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EJERCICIOS. 
1.° El número 48967654. ¿es ó no divisible por los 
números 2, 3, 5 y I I ? 
2.° Determinar los caracteres de divisibilidad de los 
números 1 3, 4 y 8 . 
3.° El número 4987? es ó no divisible por los núme-
ros 2, 3, 5, 7 y I I ? 
PROBLEMAS. 
I.° ¿Qué números de dos cifras son divisibles por 2, 
por 3, y por 5? 
2.° t  Qué números de tres cifras son divisibles por 2, 
por 3, por 5 y por 7? 
3.° ¿ Qué números de cuatro cifras son divisibles por 2, 
por 3, por 5, por 7 y por I I ? 
LECCIÓN 17.. 
Factores simples y compuestos. 
144. Los factores ó. divisores de un número pueden 
ser simples y compuestos. 
NÚMERO SIMPLE 6 PRIMO, es el que solo es divisible por 
sí mismo y por la unidad. Como 2,-3, 5, 7, I I etc. 
NÚMERO COMPUESTO, es el que tiene algun divisor dis-
tinto de él mismo y la unidad. De esta definición se de-
duce que todo número compuesto tiene por lo menos dos 
factores ó divisores distintos de él mismo y la unidad (5o), 
como 24= 6 x 4. 
147. Todo número compuesto tiene por lo menos un 
factor primo: en efecto, por ser compuesto ha de tener un 
divisor distinto de él mismo y la unidad, si este divisor es 
-140— 
primo el teorema está demostrado, si no lo es será com-
puesto y podremos repetir el mismo razonamiento; pero 
como se trata de un número entero y los divisores van 
sucesivamente disminuyendo llegaremos por precisión á 
un divisor primo en la serie necesariamente limitada de 
descomposiciones y por tanto queda demostrado el teore-
ma. De este teorema se deduce que todo número com-
puesto es necesariamente divisible por algún número 
primó mayor que uno; lo que no sucede á ningun número 
primo. 
148. La serie de números primos es indefinida: en 
efecto, por muy grande que sea un número primo siempre 
podremos obtener uno mayor que él, para lo cual multi-
plicaremos la serie de los números primos hasta él inclu-
sive y al producto le agregaremos una unidad, el resultado 
es evidentemente mayor que el número supuesto; ahora 
bien, si es primo está demostrado que ha y. un número pri-
mo mayor, si no es primo cómo no es divisible por nin-
guno de los números primos hasta el supuesto inclusive, 
pues nos dá de resto uno (128, 4. 1) tendrá que ser divi-
sible por un número primo mayor que el supuesto (147), 
luego queda demostrado el teorema. 
149. Para conocer si un número cualquiera es ó no 
primo se ve si está ó no en la tabla de números primos 
cuyo límite sea superior al número dado; esta tabla es un 
estado ó cuadro que contiene la serie de los números pri-
mos desde uno hasta un límite cualquiera (148) y se forma 
por el procedimiento llamado Criba de Eratóstenes que 
consiste en escribir el dos y la serie de los números impa-
res; pues los demás número pares no son primos, hecho 
esto á contar desde 3 2 se tachan él y todos los que ocu-
pen los terceros lugares, por ser divisibles por 3  una vez 
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que se componen de dos sumandos que lo son 
 (i 28 I.a), 
después á contar desde 52  se tachan él y todos los que 
ocupan los quintos lugares, teniendo en cuenta los ta-
chados anteriormente, por ser divisibles por 5, y así se 
continúa tachando 7 2 y los que ocupan los séptimos lu-
gares, 9p y los que ocupan los novenos lugares etc. hasta 
que se llegue at límite de la tabla, los números que 
queden sin tachar son primos. Así si por este procedi-
miento quisiéramos formar una tabla de números primos 
hasta I oo aplicando la regla tendríamos. 
2 3 5 7 (9) 11 13 (15) 17 19 (21) 23 (25) (27) 29 31 (33) 
(35) 37 (39) 41 -13 (45) 17 (49) (51) 53 '5) (57) 59 61 (63) (65) 67 
(69) 71 '73 (75) (77) '79 (81) 83 (85) (87 89 (91) (93) (95) 97 (99) 
Es conveniente retener en la memoria los números 
primos hasta I oo por clases, así como algunos números 
compuestos; pues de esta suerte se ejecutan los cálculos 
con más facilidad y rapidez. 
Números primos. 	 Números eompuestos. 
» 2 	 3 5 	 7 	 N 
11 	 » 	 13 » 	 17 19 
» » 23 » 	 » 29 
31 	 » 	 » 	 » 	 3'7 	 » 
41 » 43 » 47 	 » 
,, 	 » 	 53 »„ 	 59 
6 1 » 	 » » 67 	 » 
'71 
	 » 	 73 » 	 » 	 '79 
» » 83 » 	 » 89 
» » 	 » » 97 	 » 
51 = 3 X 17 
52• = 4 X 13 
57 — 3 X 19 
68 = 4 3C 17 
76 = 4 X 19 
78 = 6 x 13 
87 — 3 X 29 
91 = 7 X 13 
92 = 4 X 23 
98 = 2 X 49 
En el caso de que no tuviésemos tabla de números 
primos ó la que tuviésemos, fuese su límite menor que el 
número propuesto, podríamos seguir la siguiente regla. 
150. REGLA PARA CONOCER SI UN NÚMERO ES Ó NO 
PRIMO. Se le divide, en orden correlativo ascendente, por 
cada uno de los números primos 2, 3, 5, 7 etc., hasta Ile- 
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gar sin tener cociente exacto á un cociente entero menor 
que el divisor, en cuyo caso cl número será primo, sino 
será compuesto. Esta regla está fundada en que no siendo 
divisible el número propuesto por los números primos 
cuyas divisiones hemos efectuado; al llegar á un cociente 
menor que el divisor, no puede ser divisible por ningun 
número primo mayor, sin lo cual teniendo que ser el co-
ciente necesariamente menor que el último número primo 
que hemos visto no dividía al número propuesto, ten-
dríamos que era el número divisible por uno de los números 
primos cuya división habíamos visto ya que era inexacta. 
Así si quisiéramos saber si 1 13 es primo ó compuesto, 
aplicando la. regla tenemos, que este número no es divisi-
ble por 2 ni por 3 ni por 5 ni por 7 ni por 1 I y al efec-
tuar la división por 1 1 el cociente es 1 o menor que once, 
luego el número es primo, pues si fuese divisible por 
algun número primo mayor que once tendría que ser• divi-
sible por algun número primó menor que once contra lo 
que hemos visto. 
151. Hemos demostrado (147) que todo núu ero com-
puesto tiene por lo menos un factor primo, y como si el 
cociente de dividir el número propuesto por s1i divisor 
primo es compuesto tendrá á su vez un divisor primo se 
deduce que un número compuesto es un producto de dos 
6 más factores primos y que para determinar los factores 
simples de un número compuesto bastará seguir la si-
guienti regla (15o). 
REGLA PARA DESCOMPONER UN NÚMERO EN SUS FACTORES 
SIMPLES. Se divide el número dado y los cocientes sucesivos 
por su menor factor simple hasta lleçar á un cociente igual 
á la unidad. Así si queremos determinar los factores sim-
ples de 36o, diríamos este número no es primo porque es 
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divisible por 2 por tanto tendremos 360 = 2 X i So, 
si i So fuese primo ya estaría el problema resuelto, pero no 
es primo porque es divisible por dos, y tendremos i So = 
2X 90 y sustituyendo en la igualdad anterior tendremos 
360 = 2 X 2X 90, si 90 fuese primo estaba resuelto el 
problema no lo es porque es divisible por 2, y tendre-
mos 90 = 2X 45 y sustituyendo en la igualdad anterior 
tendremos 36o = 2X 2X 2X 45, si 45 fuese primo es-
taba resuelto el problema pero no lo es porque es divi-
sible por 3, y tendremos 45 = 3 x 1 5 y sustituyendo en 
la igualdad anterior tendremos 36o = 2 x 2 x 2 x 3 x 15, 
si 15 fuese número primo, estaba resuelto el problema 
pero no lo es porque es divisible por 3 y tendremos 15 
3 x 5 y sustituyendo en la igualdad anterior tendremos 
360=2x2x2X3x 3x5=2' x3 2 x5 quecomo 5 es 
número primo queda resuelto el problema. 
La operación se dispone prácticamente como 
se ve al margen, escribiendo cl número y debajo 
los cocientes sucesivos, separados por una raya 
de arriba abajo, de sus respectivos divisores. 
360 2 
180 2 
90 2 
	
ti3 	 3 
	
15 	 3 
	
5 	 ti 
1 
EJERCICIOS. 
Descomponer en sus factores simples los números 420, 
79 2 0 y 3684. 
152. Cuando un número es divisible sucesivamente 
por otros, es divisible por su producto, pues el cociente 
es un número entero (132) como hemos visto en el ejem-
plo anterior con 36o que por ser divisible sucesivamente 
por 2 por 2 por 2 por 3 por 3 y por 5 es divisible por su 
producto, en esto se funda el procedimiento para hallar to 
360 
180 
90 
45 
15 
5 
2 
2 
2 
3 
3 
5 
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dos  los divisores simples y compuestos de un número, pro-
cedimiento que se expresa en la regla siguiente: 
REGLA PARA DETERMINAR TODOS LOS DIVISORES DE UN 
NÚMERO. Se descompone el número en sus factores simples, se 
forman las potencias sucesivas de cada factor primo, se 
escribe la unidad y las potencias sucesivas del primer factor 
 primo y se multiplica  por las potencias sucesivas del segun-
do factor primo, el resultado se multiplica por las potencias 
sucesivas del tercer factor primo y así se continúa hasta 
multiplicar por las potencias sucesivas del último factor 
primo. Los números así hallados son todos los divisores 
del número incluso el mismo número y la unidad. Así si 
queremos hallar todos los divisores de 360, lo descompon- 
dremos en sus factores primos que como se ve al 
margen, dá 36o=2 2 x32 x5 y después la opera-
ción se ejecuta en la forma siguiente: 
1 	 2 	 1 	 8 potencias del primer factor primo. 	 .=3+1 
3 6 12 24 sus productos por 3.. .=3-f-1 (3±1)x(2+1) 
9 18 36 72 
	 por 9.. .=3±1 
5 10 20 10) 
	
15 30 60 920 productos da ios anteriores por 5.. 	 =(3±1)x(2±1) 
45 90 180 360) 
Humero total de divisores cou'el número y la unidad. 
	 .=(3—F1)(2-1-1) 
De donde se ve que: el total de divisores de un nú-
mero, incluso el mismo número y la unidad, es igual al pro-
ducto de los exponentes de los factores primos aumentados 
en una unidad. 
153. NÚMEROS PRIMOS ENTRE Sf, son los que no tienen 
más divisor común que la unidad. Como 8, 1.5 , 6 y 27. 
NÚMEROS PRIMOS ENTRE SÍ DOS Á DOS, son los que cada 
uno es primo con cada uno de los demás. Como 8, 17, 7 y 15. - 
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Así como hemos demostrado que si un número no es 
 
primo tiene un divisor primo, así vamos á demostrar que si 
 
dos números no son primos entre sí tienen, por lo menos, 
 
un divisor primo común mayor que uno: en efecto, por no 
 
ser los dos números dados primos entre sí tendrán algún 
 
divisor común mayor que uno, si este divisor es primo el 
 
teorema está demostrado, y sino es primo tiene que tener 
 
un divisor primo (147) que será divisor de los números pro-
puestos (128, 2. a), luego queda demostrado el teorema. 
 
COROLARIOS. I. ° Si un número no es múltiplo de un 
 
número primo, los dos son primos entre sí: pues el único 
 
factor común posible es la unidad. 2.° Dos números que se 
 
diferencien en una unidad ó sean consecutivos, son primos 
 
entre sí: pues si tuviesen algún factor común tendría que 
 
dividir á su diferencia uno. 3.° Todos los números primos 
 
son primos entre sí y primos entre sí dos á dos: pues el  
único factor común posible es la unidad. El uno no se con-
sidera como número primo.  
Para conocer, en general, si varios números dados son 
 ó no primos entre sí, hay que recurrir á determinar su má-
ximo común divisor, de lo que nos ocuparemos en la lección  
siguiente.  
EJERCICIOS. 
1.° Hallar el número de divisores de 572o y 79 20. 
2. ° Hallar todos los divisores de 225. 
PROBLEMAS. 
1.° ¿Qué números divisibles por 2, por 3 y por 5 tienen  
24 divisores? 
2.° ¿Qué números divisibles por 3, por 7 y por II tie-
nen I2 divisores? 
^ r 
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3.° ¿Qué números divisibles por 2, 3, 5 y I I tienen 36 
divisores? 
LECCIÓN 18.' 
Máximo común divisor. 
154. MÁXIMO COMÚN DIVISOR de dos ó más números, 
es el mayor número que está contenido en cada uno de ellos 
un número exacto de veces. Se representa abreviadamente 
por m. c. d. 
155. La determinación del m. c. d. de dos números se 
funda en el teorema demostrado (13o). En efecto, propon-
gámonos determinar el m. c. d. de 345 0 y 396 : desde lue-
go el m. c. d. de estos dos números no puede ser mayor 
que el menor de ellos, por tanto si el menor divide al ma-
yor, el menor será el m. c. d. de los dos números, pero 
efectuada la división vemos que no lo divide y que el resto 
es 282, pero (13o) todo divisor de 345 0 y 39 6 es divisor 
de 282, y todo divisor de 396 y 282, es divisor de 345 0, y 
como el m. c. d. de 345 0 y 39 6 es divisor de ellos tiene 
que dividir á 282, y no será mayor que el m. c. d. de 396 
282, pero este es un divisor de 3450  y por tanto tampoco 
es mayor que el m. c. d. de 345 0  y 396, luego si este no es 
mayor ni menor que el m. c. d. de 396 y 282, necesaria-
mente tiene que ser igual, de donde: el m. c. d. del dividen-
do y el divisor de una división inexacta es el mismo que el 
m. c. d. del divisor y el resto: queda pues el caso reducido 
á determinar y m. c. d. de 396 y 282, números con los 
cuales podemos repetir los mismos razonamientos, y como 
282 no divide á 396 y el resto es 114,  tendremos que de-
terminar el m. c. d. de 282 y 114 y as( continuaremos has-
ta llegar á un resto cero,—resto, á que necesariamente te- 
nemos que llegar pues 	 tos van sucesivamente dismi- 
nuyendo,—en cuyo ca . 	 resto anterior será el m. c. d., 
que si es uno, los números serán números primos entre sí 
(153): aplicando este procedimiento á los números propues-
tos se encuentra que su m. c. d. es 6 y se dispone la opera-
ción prácticamente en la siguiente forma: 
Cocientes- 8 1 2 2 9 
	
Números.. 3450 396 	 282 	 114 
	 54 	 6 m c. d. 
	
Restos. . 282 114 	 54 	 6 	 6 
Los cocientes se escriben encima de los divisores, 
para escribir los restos debajo los dividendos. 
De lo expuesto se deduce la siguiente regla para 
determinar el m. c. d. de dos números. 
156. REGLAS PARA DETERMINAR EL MÁXIMO COMÚN DI-
VISOR DE DOS NÚMEROS. Se divide el mayor por el menor, 
si la división es exacta el menor es el m. c. d., sino se di-
vide el menor por el resto y así se continúa dividiendo cada 
divisor por su respectivo restó hasta encontrar un resto 
cero. El penúltimo resto, ó el iúltimo divisor es el m. c. d. 
buscado. 
EJEMPLOS. 
27 	 1 	 2 	 3 	 1 	 3 
1. 0 	 8956;2 3234 2244 990 	 264 	 198 	 66 	 in. c. d. 
2488 2 990 
	 264 198 	 66 	 0 
224 4 
17 	 4 	 5 	 3 3 3 6 
2 .° 
	 7964.3. 
3344 3 
110 3 
4620 1103 208 	 63 19 6 	 1 	 m. c. d. 
208 	 63 	 19 	 6 	 1 1 
157. El m. c. d. de dos números es el mismo que el 
de uno de ellos y la diferencia entre ambos. 
Sean los dos números 345 0 y 396 cuyo m. c. d. 
es 6 (155), vamos á demostrar que 6 es también el 
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m. c. d. de 345o y 3054 6 de 3054 y 39 6 . En efecto, 
por dividir 6 á 345o y 39 6 divide á su diferencia 3054 
(128, 3.a), luego 6 no es mayor que el m. c. d. de 345o 
y 3054 6 de  3054 y 39 6, pero como este m. c. d. tiene 
que dividirá 345o (128, 1. 2) tampoco 6 puede ser menor 
que él, por tanto queda demostrado el teorema. 
158. Todo número que divide á otros dos divide á 
su m. c. d. 
Sean los dos números 345o y 39 6 , y 3 el número 
que les divide, vamos á demostrar que divide también á 
su m. c. d. 6. En efecto, en la serie de divisiones que 
hemos hecho para determinar el m. c. d. 6 (155), tene-
mos que por dividir 3 á 345o y 39 6 divide á 282 (13o), 
y por dividir á 396 y 282 divide á 114, y por dividir á 
282 y 114 divide á 54, y por último por dividir á 114 
y 54 divide á 6, que es lo que queríamos demostrar. 
De este teorema se deduce que el m. c. d. de tres 
6 más números, es el mismo que el de el ni. c. d. de 
dos de ellos y los restantes: pues el in. c. d. de dos nú-
meros tiene por únicos divisores los que estos tengan 
comunes; por tanto los mismos divisores comunes ten-
drán los números dados, que todos ellos menos dos y 
el m. c. d. de estos dos, luego el m. c. d. será el mismo 
en ambos casos. 
De lo expuesto se deduce la siguiente regla para 
hallar el m. c. d. de tres 6 más números. 
159. REGLA PARA DETERMINAR EL M. C. D DE TRES 6 
MÁS NÚMEROS. Se determinan el de los dos primeros, luego 
el del m. c. d. encontrado y el tercero, y así sucesivamente 
hasta haber operado con todos los números dados. El úl-
timo m. c. d. es el número buscado. 
Ejemplos: I.° Hallar el m. c. d. de 345 0 , 3 60 y 396. 
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El m. c. d. de los dos primeros es 3o, el m. c. d. de este 
y el tercero es 6, que es el buscado. 2.° Hallar el m. c. d. 
de 420, 75o, 594 y 462. El m. C. d. de 420 y 75o 
es 3o, el de este y 594 es 6, y el de este y 462 es tam-
bién 6, que es el buscado. 
160. Cuando á dos ó más números se les multiplica 
6 divide por un número, su m. c. d. queda multiplicado ó 
dividido por el mismo número. 
Sean: i. ° Los números 345o y 396 y multiplique-
mos estos números por 7, determinando el m. c. d. de 
345 0 X 7 y 39 6 x7 se tiene (129). 
8 1 2 2 9 
3450 x 7 396 x 7 282x 7 114 x 7 54 x '7 6x 7 
282 x 7 114 x 7 54 x 7 6x7 0 
luego el nm. c. d. 345  x 
 7 y 39 6 X 7, es 6 X 7 es decir el 
ni. c. d. de 345 0 y 39 6 multiplicado por 7. Es claro que si 
dividimos á 3450  X 7 y 396 X 7 por 7 nos quedan 315o y 
39 6 cuyo m. c. d. es 6 es decir, el m. c. d. de 345 0 X 7 
y 396  X 7 dividido por 7: quedan pues para dos números 
demostrado las dos partes del teorema. Sean ahora los 
números 42o, 75o, 594 y 462, segun la regla (159) su 
nl. c. d. 6 se determina en la forma siguiente: primero 
hallando el de 420 y 75o que es 3o, después el de 3o y 
594, que es 6 y por último el de 6 y 462 /.20. 
 30 que es 6. El procedimiento se represen- '50 j ) 6 
ta gráficamente en la forma que se ve al L9 !* '  • ) ` 6 
margen. 
	 1 
Si los números 420, 75o, 594 y 462 se multiplican 
por un mismo núnnïero, ó se dividen por un factor común, re-
sulta de lo demostrado, que por estar multiplicados ó divi-
didos 420 y 75o, los estará su ni. c. d. 3o, y estándolo 3o 
y 594 lo estará su m. c. d. 6, y estándolo 6 y 462, lo es- 
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tará por último 6 que es el m. c. d. de los números dados, 
y es lo que nos proponíamos demostrar. De este teorema 
se deduce que si dos ó más números se dividen por su 
m. c. d. los cocientes son primos entre sí: pues dividiendo 
por 6 .los números 4 20, 75o, 594 y 462 su m. c. d. queda 
dividido por sí mismo, y por tanto el m. c. d. de los co-
cientes es 1. 
161. Si un número es primo con uno de los facto-
res de un producto, todo divisor común del número y el 
producto es divisor del otro factor. 
Sea el producto i 2 X 5 = 6o, y 6 el número primo con 
el factor 5, vamos á demostrar que todo divisor común, tal 
como 3 de 6 y 6o, es divisor de 12. En efecto, siendo 6 y 
5 primos entre sí su ni. c. d. es ' como 6 ? 
se indica al margen; y multiplicando pos- 5 j 1 
12 los dos números 6 y 5 su ni. c. d. 
quedará multiplicado por 12 (.160); es de- 6 X 12 
cir que el m. c. d. de 6 x' 2 y 5 x i 2 es 12 
1X12=12 
X 1= 12, como se indica al margen: ahora 5X12 
 
bien 3 divide 6 x 12 (128, 2. a) divide por hipótesis á 5 x 12, 
luego dividirá á su m. c. d. 1 2 (158), que es lo que nos pro-
poníamos demostrar. 
162. De este teorema se deduce: 1.° Si un número divide 
á un producto de dos factores y es primo con uno de ellos 
divide al otro factor: pues que todo divisor de 6 y 6o es di-
visor de 1 2, si 6 divide á 6o dividirá á 1 2. 2. ° Si un número 
primo divide á un producto de varios factores, divide necesa-
riamente á uno de ellos: es decir, si 7 divide al producto 
36 x 45 x 1 1 x 21= 374,22o  dividirá á uno de sus factores; 
si divide á 36 queda demostrado el teorema sino le divide 
será primo con él (153, cor. 1.°) y tendrá que dividir al fac-
tor 45 x 1 1 x 21, por la misma razón si 7 no divide á 45, 
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ditidirá á I I X 21, y sino divide á t I dividirá por último a 
21. 3. ° Si un número primo divide á una potencia de un nú-
mero divide á este número; pues una potencia de un número 
no es más que un producto de varios factores iguales á este 
número. 4.° Si dos números son primos entre sí, sus po-
tencias también lo serán: pues todo factor común de las 
potencias tiene que ser factor de los números. 5.° Todo nú-
mero primo con cada uno de los factores de un producto 
es primo con el producto: pues el producto no tiene otros 
divisores que los de los factores. 6.° Si un número primo es 
divisor de un producto de varios factores, es igual á uno de 
estos: pues tiene que ser divisor de uno de los factores del 
producto y como todos son primos, tiene que ser igual á 
uno de ellos. 
163. Todo número que es divisible por varios números 
primos entre sí dos á dos, es divisible por el producto de 
todos ellos. 
Sea 345o  que es divisible por los números 2, 15 y 2 3 
primos entre sí dos á dos, vamos á demostrar que será di-
visible por el producto de todos ellos 2 X  15 X23.  En efecto, 
por hipótesis 3450=2x1725, pero IS divide por hipótesis 
á 2 X 1 725 y es primo con 2 luego tiene que dividirá 1725, 
(162, i.°), de donde 1725=15x 115 y 3450=2 X 15 X 115, 
pero 23 divide á 2 x 15 x 115 y es primo con 2 y con 15 y 
por consecuencia con 
 2X15 (1 6 2, 5.°), luego dividirá á 115, 
y por tanto 115=23 X 5, de donde 3450=2 X 15 X 23 X 5, 
lo que demuestra el teorema. 
De este teorema se deduce la siguiente regla, para cono-
cer las condiciones que ha de tener un número para que 
sea divisible por un número compuesto. 
164. REGLA. Para que un número sea divisible yor 
un número compuesto, basta que lo sea por los factores prZt 
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mos de este número. Así: un número será divisible por 6 
cuando lo sea por 2 y por 3: un número será divisible por 
14 cuando lo sea por 2 y por 7: un número será divisible 
por 21 cuando lo sea por 3 y por 7: y así sucesivamente. 
165. Hemos visto (I 5 I) cómo se descompone un nú-
mero en sus factores simples, y vamos á demostrar que en 
lugar de principiar por el menor factor simple, que es lo más 
sencillo, puede principiarse por cualquier factor primo; pues 
nos dará el mismo resultado, sin lo cual tendríamos que 
siendo un número igual al producto de sus factores primos, 
dándonos las diferentes descomposiciones, factores primos 
diferentes, nos encontraríamos dos productos iguales con 
factores primos distintos: lo que es imposible (162, 5.°).  
Así, 36o que hemos visto (I 51) es igual á 2 3 x 3' x 5, no 
puede ser igual á la vez á 2 2 x 3 2 x 7 pues entonces tendría-
mos 25 x 32 x 5=22 x 32 x 7, pero 7 que divide al segundo 
miembro dividiría al primero que como es un producto de 
factores primos tendría que ser igual á uno de ellos (162, 
6.°) lo que no sucede, luego no es admisible admita dos 
descomposiciones en factores primos; aun más, si en la 
igualdad anterior dividimos los dos miembros por 2 2, nos 
resultará 2 x 32 x 5=32 x 7, y tendríamos como antes que 2 
que divide al primer miembro de la igualdad tendría que 
dividir al segundo, que siendo un producto de factores pri-
mos, tendría que ser igual á uno de ellos, lo que no suce-
de, por tanto: un número no puede admitir dos descomposi-
ciones en factores primos diferentes, tanto porque los factores 
sean distintos, cuanto torque siendo los mismos, estén con 
diferente exponente. 
166. Del teorema anterior se deduce: I. ° Si un nú-
mero es cuadrado perfecto los exponentes de sus factores 
primos serán pares; y si n6 no lo serán: pues en el primer 
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caso el número propuesto, es el producto de otros dos 
iguales y al ejecutar el producto los factores primos dupli-
carán sus exponentes; en el caso contrario uno por lo me-
nos de los exponentes será impar. 2.° Para que un número 
sea divisor de otro, es preciso que no contenga otros fac-
tores primos que los de este otro , ni los contenga con un 
exponente mayor: pues sin eso tendríamos que un número 
admitiría dos descomposiciones diferentes en factores pri-
mos. 3.° Para que un número sea divisible por otro, es 
preciso que contenga todos los factores primos de este 
otro, y los contenga con un exponente por lo menos igual: 
pues sin eso un número admitiría dos descomposiciones 
diferentes en factores primos. 
1 67 . El procedimiento dado para determinar el m. c. d. 
de dos ó más números se abrevia en los casos siguien-
tes: I.° Cuando los números cuyo m. c. d. queremos de-
terminar es fácil descomponerlos en sus factores primos, 
es decir, que tengan por factores primos los cinco prime-
ros, y algún otro de los comprendidos en los cien primeros 
números; en este caso se descomponen los números que se 
nos den en sus factores primos y se multiplican las meno-
res potencias de los factores simples comunes, y ese será 
el m. c. d.; pues ese producto es divisor de cada uno de 
los números dados (166, 2.°) y no hay otro mayor. 
La abreviación consiste en que las divisiones como 
comprendidas en el caso (135, t. °) son mucho más rápidas, 
y que además podemos inmediatamente conocer el cociente 
de dividir cada uno de los números por el m. c. d. encon-
trado, que serán los productos de los factores primos de 
cada número que no entre en el m. c. d. 
I2 
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EJEMPLOS. 
1. ° Determinar el m. c. d. de 345 0, 39 6  y 360. 
3450 
1725 
575 
115 
23 
1 
2 
3 
5 
5 
23 
396 
198 
99 
33 
11 
1 
2 
2 
3 
3 
11 
360 
180 
90 
45 
15 
5 
1 
' 2 
, 
 2 
12 
3 
3 
5 
3450 =2x3x5 4 x 23 
396=2 1 x 3 1 x 11 	 m. c . d.=2x3=6. 
360 =2a x 3 1 x1,5 
3450 ; 6=5 1 x 23 	 =575 
396 ; 6=2 x 3x11= 66 
360 : 6=2 1 x 3x 5= 60 
2.° Determinar el m. c. d. de 759, 594  y 462. 
'759 3 594 2 462 	 2 759=3 x11 	 23 
253 
23 
11 
23 
297 
99 
3 
3 
231 	 3 
77 	 7 594=2x3 5 x 	 11 m. c. d.=3x11=33. 
1 33 3 11 11 462=2x3x7x11 
11 11 1 
1 759 : 33= 23 
594 ; 33=2x3 4 
 =18 
412 : 33=2x7 =14 
2.° Cuando en la serie de divisiones que hay que eje-
cutar (156) el resto es mayor que la mitad del divisor; en 
este caso se toma como divisor el exceso y no el resto en 
virtud del teorema (157). 
 
La abreviación consiste en operar con números menores 
y ejecutar menor número de divisiones. 
EJEMPLOS. 
Hallar el m. c. d. 1.° de 345 0  y 396. 2.° de 89562 
Y 3 2 34. 
8 	 3 	 2 9 	 27 	 3 	 3 	 4 
1. ° 3450 396 
	 114 	 54 6 2 . ° 8956,2 3234 990 264 66 
282 	 54 	 6 	 0 	
24224 4
88 2 264 198 	 0 
3. ° 
 Cuando los números que se nos den tengan algún 
factor común, que se pueda apreciar por alguno de los ca-
racteres de divisibilidad; en este caso se suprime el factor 
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común se halla el m. c. d. de los cocientes y el resultado 
se multiplica por el factor común (160.) 
La abreviación consiste en operar con números 
menores. 
EJEMPLOS. 
Hallar 
594 y 462. 
I. ° 	 575 
47 
2.° 
 
el m. 
(164.) 
8 
c. 	 d.: 
3 
I.° de 345 0 
2 	 9 
y 39 6 : 	 2.° de 	 759, 
3345960)m.c. d =1 x 6=6 
m. c. d. =1x33=33 
66 
9 
23 
18 1 
14 
19 
1 
in. c. 
) 
9 
0 
(1. =1 
1 
759 
594 
462 
4.° Cuando en la serie de divisiones se encuentra como 
resto ó exceso un número primo; en este caso el m. c. d. 
es ese número ó la unidad (i 30). 
La abreviación consiste en disminuir el número de 
divisiones: como al determinar el m. c. d. en el I .er 
 ejemplo 
anterior de 575 y 66 al encontrar el primer resto 47 que 
no divide á 66 desde luego el m. c. d. es la unidad. 
5.° Cuando alguno de los números dados sea múltiplo 
de otro; en este caso se prescinde de los que sean múlti-
plos de los demás pues el m. c. d. buscado será el de es-
tos (I28, 2. a ) 
La abreviación consiste en operar con menos núme-
ros: así si quisiéramos encontrar el m. c. d. de 28, 18 
y 14, como 28 es múltiplo de 14 queda reducido á deter-
minar el m. c. d. de 18 y 14 que es 2. 
6.° Cuando dos números de los dados sean primos en-
tre sí á simple vista ó bien aplicando la regla cuando los 
números son varios; en este caso la operación si son dos 
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se omite y si son varios y se ve á simple vista que son pri-
mos entre sí tambien; y en el caso que no se vea hasta no 
efectuada la operación, se suspende después; pues el m. c. d. 
buscado es uno. 
La abreviación consiste en que no hay que ejecutar 
operación alguna ó bien en que hay que ejecutar menos 
operaciones: así en el ejemplo 2.° del caso 3.° como 23 
y 18 son primos entre sí desde luego se ve que el m. c. d. 
de 23, 18 y 14 es I: y si tuviésemos que hallar el m. c. d. 
de 79643, 462o y 45761, como ya hemos visto (156) 
que 79643 y 462o son primos entre sí no tenemos que 
operar con más números. 
Y 7.° Cuando á simple vista se vea en los números 
que tienen factores que no entran en los otros; en este 
caso se suprimen y se opera con los números resultantes, 
una vez que el m. c. d. solo contiene los factores comunes. 
La abreviación consiste en operar con números me-
nores: así si nos propusiéramos determinar el m. c. d. de 
los números 79643,  462o y 45761, como 462o es divisi-
ble por 10, 2, 3, 7 y 1 1 que no lo son ninguno de los 
otros dos; y efectuadas sucesivamente las divisiones el co-
ciente es 1 este es el m. c. d. 
PROBLEMAS. 
1.° Dividiendo 21 7 y 322  por el mayor número posi-
ble, se halla 7 por resto en cada división: ¿cuál es este 
número? 
2. ° 
 Dividiendo 14061 y 6854 por el mayor número 
posible, se hallan los restos 8 y 3: ¿cuál es ese número? 
3.° El m. c. d. de dos números es 66: ¿quiénes son 
estos números, sabiendo que la serie de los cocientes que 
se obtienen al hallar su m. c. d. son, 27, I, 2, 3, I y 3? 
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LECCIÓN 19.' 
Mínimo común múltiplo. 
168. MÍNIMO COMÚN MÚLTIPLO DE DOS Ó MÁS NÚMEROS, 
es el menor número que les contiene d cada uno de ellos un 
número exacto de veces. Se representa abreviadamente 
por m. c. m. 
169. La determinación del m. c. m. de dos números 
se funda en que: todo múltiplo de dos números es siempre 
igual al cociente de dividir su producto por su m. c. d., 
multiplicado por un número entero cualquiera. 
Sean los dos números 858 y 462, cuyo m. c. d. es 66 
y 114, 114 un múltiplo de los dos números, vamos á de-
mostrar que 114, 114 es igual 
 s multiplicado por un 
número entero. En efecto,  , i14, 114 es divisible por 
858=66X13 y por 46 2 — 66 X 7, luego lo será por 
66 X 13 X 7 (162, I.') y efectuando la división tendremos 
I14, I I = 66 X 13 X X 1 	 s38x4cz 	 corno lo 4-- 	 3 7 9 — 	 X 1 9, y 
 
que hemos demostrado de 114, 114 múltiplo de 858 y 462 
lo demostraríamos lo mismo de otro múltiplo cualquiera, 
queda demostrado el teorema. 
De este teorema teniendo en cuenta que para efectuar 
la división de 858 X 462 por 66, puede hacerse la división 
de cualquiera de los dos números por 66 y el cociente mul-
tiplicarle por -el otro (131), se deduce la siguiente regla 
para determinar el m. c. m. de dos números. 
170. REGLA PARA DETERMINAR EL MÍNIMO COMÚN MÚL-
TIPLO DE DOS NÚMEROS. Se halla el m. c. d. de los números 
dados, y se multiplica uno de ellos por el . cociente de dividir 
al otro por el rn. c. d. de ambos. 
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85812 462 
429 3 231 
143 I 11 .77 
1313 1i ^ 
EJEMPLOS.  
9 ° 
2 	 432 : 66=7 3 858=2 X 3 X 11 X 13 m. c. d.=2 X 3 X 11=66 858 X 7=6006 7 462=2X3X 7 X1 1 
11 	
m c m=6006 
 
2.° 
2 19 2 13 68,51 13 14053 27X19' 
14053 685,1 351 16 9 13 m c d . 35 527 527 243 
351 334 1 
18 2 
13 3 9 
0 
91 
0 
2 98371 
28106 13  1 _ 1054 
1081 52 7 27 1 3 1 27 70265 527 
1081 7405931 m.c. m. 
El cociente de dividir cualquiera de los dos números 
 
dados por su m. c. d. puede obtenerse con más brevedad 
 
teniendo en cuenta los trámites de la operación; pues bas-
tará colocar debajo del m. c. d. obtenido la unidad y á la 
 
izquierda el último cociente 'obtenido, que son evidente-
mente los cocientes de dividir por el m. c. d. los números 
 
que están encima, para obtener los demás cocientes, se 
 
multiplica el último obtenido por el que está encima y se 
 
añade el que está á su derecha. Así en el ejemplo propues-
to, el cociente de dividir por el m. c. d. 13, el mismo nú-
mero es uno, que hemos escrito debajo de él, el de dividir 
 
por él 169 es 13; que hemos puesto debajo de 169, el de 
 
dividir por él 35 1 es 13 X 2 ± 1=27, que hemos escrito  
debajo de 351, el de dividir 6851 es 27 X19-±13±1=527,  
que hemos escrito debajo de 6851 y hemos tenido que au-
mentar uno por ser 169 exceso y no resto, por último, el 
 
de dividir 14.053 es 527X 2 + 27=1081 que hemos escrito  
debajo de 14053. 
 
171. Todo múltiplo de dos números es múltiplo del  
m. c. m. de estos números.  
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Sean los dos números 858 y 462 y 114, i 1 4 un múltiplo 
de ellos, vamos á demostrar que será también múltiplo de su 
m. c. m. En efecto, hemos demostrado (169) que  114,114 
_854x 462X 
 1 9, pero 858 
ss 
 462 
 es el m. c. m. de 858  y  462, 
luego queda demostrado el teorema. De este teorema se 
deduce que el m. c. m. de tres ó más números, es el mismo 
que el de el m. c. m. de dos de ellos y los restantes: pues 
el m. c. m. de dos números tiene como -múltiplos los que 
tengan comunes esos números; por tanto los mismos múlti-
plos comunes tendrán los números dados, que todos ellos 
menos dos, y el m. c. m. de estos dos; luego el m. c. m. 
será el mismo en ambos casos. 
De lo expuesto se deduce la siguiente regla para ha-
llar el m. c. m. de tres ó más números. 
172. REGLA PARA DETERMINAR EL M. C. M. DE TRES 6 
Mks NÚMEROS. Se determina el de los dos primeros, luego el 
del m. c. m. encontrado y el ,tercero, y así sucesivamente 
hasta haber operado con todos los números dados. El últi-
mo m. c. m. es el número buscado. 
Ejemplos: 1.° Hallar el m. c. m. de 24, 36 y 84. El 
m. c. in. de los dos primeros es 72, el m. c. m. de este y 
el 3. es 504, que es el buscado. 2.° Hallar el m. c. m. 
de 33, 55, 3 8 5 y 495. El m.  C. m. de los dos primeros 
es 165, el m. c. m. de este y el 3.° es 1155 y el de este y 
el 4.° es 3465, que es el buscado. 
173. Cuando á dos ó más números se les multiplica 6 
divide por un mismo número, su m. c. m. queda multipli-
cado ó dividido por el mismo número. 
Sean: 1. ° Los números 858  y 462 y multipliquemos 
estos números por 4, determinando el m. c. m. de 858 x 4 
y 462 x 4; se tiene (170) 858 x 4 X 7, es decir el m. c. m. 
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de 858 y 462, multiplicado por 4. Es claro que si dividi- 
mos por 4 858 x 4 y 462 x 4 nos dan de cociente 858 
y 462, cuyo m. c. m. es 858 x 7 es decir, el m. c. m. de 
858 x 4 y 462 x 4 dividido por 4; quedan pues para dos 
números demostradas las dos partes del teorema. Sean ahora 
los números 24, 36 y 84 según la regla (172) su m. c. m. 
es 504, que se determina hallando primero el de 24 y 36 
que es 72, y después el de 72 y 84 que es 504. El proce- 
dimiento se representa gráficamente en la for- 	
24. 72 
36 j ( 504 
ma que se ve al margen. 	 84 	
 1 
Si los números 24, 36 y 84, se multiplican por un 
mismo número ó se dividen por un factor común, resulta 
de lo demostrado, que por estar multiplicados ó dividi-
dos 24 y 36, lo estará su m. c. m. 72,  y estándolo 72 
y 84, lo estará 504 que es el m. c. m. de los números 
dados y es lo que nos proponíamos demostrar. De este 
teorema se deduce que si el m. c. m. de varios números se 
divide por cada uno de ellos los cocientes son primos en-
tre sí; pues si tuviesen algun factor común lo sería de los 
números dados, y por tanto del m. c. m. y al hacer la di-
visión habría desaparecido. 
174.  El procedimiento dado para determinar el m. c. m. 
de dos ó más números se abrevia en los casos siguientes: 
I.° Cuando los números cuyo m. c. m. queremos determi-
nar, es fácil descomponerlos en factores simples: en este 
caso se descomponen los números en sus factores simples, 
se multiplican las mayores potencias de todos ellos, y ese 
será el m. c. m.; pues ese producto es divisible por cada uno 
de los números dados (166, 3.°) y no hay otro menor. 
La abreviación consiste en que no tenemos necesidad 
de hallar el m. c. d., ni proceder por partes cuando son 
más de dos números. 
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EJEMPLOS. 
Hallar el m. c. in.: I.° de 24, 36 y 84. 2.° de 33, 55, 
385 y 495 • 
1. 0 
 
24 2 36 2" 84 2 24=2 3 x3 
12 
•6 
2 
2 
18 
9 
2 
3 
42 
21 
2 
3 36-2 2 x 3 1 m. c. m. =2 3 x3 4 x7=504 
3 3 3 3 7 7 84=2 4 x3x7 
1 1 1 
2.° 
33 3 55 5 385 5 495 3 33=3 x11 ) 
11 
1 
11 11 
1 
11 77 
11 
7 
11 
165 
55 
3 
5 
85=5 x 11 	
`m. e. m.=3 4 . 5.7.11=3465 385=5 x 7x11 ( 
1 11 11 495=3 2 x 5x11) 
1 
2.° Cuando los números que se nos den tengan algún 
factor común, que se pueda apreciar por alguno de los ca-
racteres de divisibilidad: en este caso se suprime el factor 
común, se halla el m. c. m. de los cocientes y el resultado 
se multiplica por el factor común (I 7 3). 
La abreviación consiste en operar con números me-
nores. 
EJEMPLOS. 
Hallar el m. c. m.: 
	
24 : 12=2 (( 
	
24 
	
1. 0  36 : 12=3 ( 	 42 36 m. c. m•=42 x 12=504 6 l 
	
84:12=7 	 1( 	 84 
33 : 11=3 
	
33 
2 '
0 
 385 ; 11=35=5x7 34x5x7=315 385 m. c. m.315 x11=3465 
	
495: 11=45=3 4 x 5 	 495 
3.° Cuando alguno de los números dados sea divisor 
de otro; en este caso se prescinde de los que sean divisores 
de los demás, pues el m. c. m. buscado será el de estos. 
(I28, 2. 2) 
13 
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La abreviación consiste en operar con menos números: 
así si queremos encontrar el m. c. m. de 33, 55, 3 8 5 y 4 
como 33 y 55 son divisores de 495, queda reducido á de-
terminar el m. C. m. de 3 8 5 y 495 que es 34 6 5. 
Y 4.° Cuando los números dados sean primos entre sí 
dos á dos; en este caso como no tienen ningún factor co-
mún el m. c. m. es el producto de todos ellos. 
La abreviación consiste en que hay que ejecutar me-
nos operaciones: así en el ejemplo 1.° del caso 2.°, corno 
2, 3 y 7 son primos entre sí dos á dos, el m. c. m. es su 
producto 42. 
PROBLEMAS. 
1.° ¿Cuántos números de cinco cifras son divisibles por 
36o y 420? 
2.° En una heredad se han plantado cierto número de 
árboles, si se les cuenta de 9 en 9, de 20 en 20 y de 3o en 
3o dan siempre de resto 7; péro si se les cuenta de 1 7 en 
17 no queda ningún árbol. ¿Cuántos árboles se plantaron? 
3.° Habiendo salido hoy juntos tres vapores que hacen 
el mismo viaje entre dos puntos de la costa; el 1.° cada 
12 dias; el 2.° cada 15 dias; y el 3. 0 cada 21: ¿dentro de 
cuánto tiempo saldrán juntos el mismo día? 
95, 
LIBRO III. - 
Números fraccionarios. 
CAPÍTULO PRIMERO. 
Operaciones fundamentales. 
- LECCIÓN 20.' 
Alteraciones y transformaciones. 
175. Como ya sabemos (7o), hay dos clases de nú-
meros fraccionarios, decimales y ordinarios; los primeros 
se expresan como los números enteros, sin más que tener 
en cuenta la terminación del orden ínfimo y la colocación 
de la coma en la cifra de las unidades simples, lo que hace 
que las operaciones fundamentales, se diferencien en bien 
poco de las de los números enteros; pues unos y otros. co-
rresponden al mismo sistema de numeración regular; no 
sucede lo mismo con los segundos que perteneciendo á 
sistemas de numeración distintos, para su expresión, hemos 
tenido que valernos de convenios mediante los cuales po-
díamos expresarlos por medio del sistema de numeración 
adoptado, esto hace que tengamos necesidad, antes de 
entrar en su cálculo, conocer las alteraciones que experi-
mentan sus términos, para de ellas deducir las transforma-
ciones de los números fraccionarios. Ahora bien, como en 
todo quebrado hay dos términos, numerador y denomina-
dor, las alteraciones se reducirán á las siguientes: 1. a alte-
raciones del numerador, sin alterar el denominador; 2.a 
alteraciones del denominador sin alterar el numerador; 
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y 3.a alteraciones de los dos términos; pero estas no pue-
den ser más que mediante alguna de las operaciones del 
cálculo, lo que nos conduce á considerar en cada una de 
ellas tres casos: I.° alteraciones por adición y sustrac-
ción; 2.° alteraciones por multiplicación y división; y 3.° 
alteraciones por elevación á potencias, extracción de raices 
y logaritmización; de cada uno de estos casos vamos á 
ocuparnos sucesivamente en cada una de las alteraciones 
expuestas. 
176. ALTERACIONES DEL NUMERADOR SIN ALTERAR EL 
DENOMINADOR. Las alteraciones del quebrado se fundan en 
las definiciones de los términos de un número fracciona-
rio (74) y se sintetizan en el siguiente teorema. 
De dos quebrados que tienen el mismo denominador 
es mayor el que tiene mayor numerador: en efecto, sean 
los quebrados 	 y 7  , como tienen el mismo denomina- 
dor la unidad está dividida en igual número de partes igua- 
les en los dos quebrados, luego las partes serán iguales, 
mas como el primero tiene más partes que el segundo, 
> , que es lo que queríamos demostrar. 
PRIMER CASO. Alteraciones por adición y sustracción. 
Según el teorema anterior tenemos 7 > 7 y como 
5 = 3 ± 2, así como 3=5—  2, tenemos que; aumentando 
el numerador de un quebrado el quebrado aumenta: y dis-
minuyendo el denominador de un quebrado el quebrado dis-
minuye. 
2.° Alteraciones por multiplicación y división, sea el que- 
brado ÿ si se multiplica ó se divide su numerador por 2, 
nos resulta en el primer caso s y en el segundo -2_, que 
son respectivamente el doble y la mitad del quebrado, lo 
r- 
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que nos dice que: si se multiplica el numerador de un que-
brado por un número entero, el quebrado queda multipli-
cado por el mismo número ; y si se divide el numerador de 
un quebrado por un número entero, el quebrado queda di-
vidido por el mismo número. 
3.° Alteraciónes por elevación á potencias, extracción 
de raices y logaritmización, sea el quebrado 1°°  si se ele- 
va al cuadrado, se extrae la raiz cuadrada, ó se halla el lo-
garitmo de su numerador en la base i o, tendremos, en el 
primer caso 1°006°—, en el segundo z7°s y en el tercero -12--1 
  
que son el primero mayor y los otros dos menores respec- 
tivamente que el quebrado propuesto, lo que nos dice que: 
elevando á una potencia cualquiera el numerador de un 
quebrado, el quebrado que resulta es mayor; y que extra- 
yendo una raiz cualquiera del numerador ó hallando el lo- 
garitmo en la base de nuestro sistema de numeración, el 
quebrado que resulta es menor. 
177. ALTERACIONES DEL DENOMINADOR SIN ALTERAR 
EL NUMERADOR. Las alteraciones ciel quebrado se fundan en 
las definiciones de los términos de un número fraccionario 
(74) y se sintetizan en el siguiente teorema. 
De dos quebrados que tienen el mismo numerador, es 
menor el que tiene mayor denominador: en efecto, sean los 
quebrados s  y s  , como tienen el mismo numerador, el 
número de partes iguales de la unidad que contiene cada 
quebrado es el mismo, mas como en el primero la unidad 
está dividida en más partes éstas serán menores y por tanto 
-1-1 <—   6 , que es lo que queríamos demostrar. 
PRIMER CASO. Alteraciones por adición y sustracción. 
Según el teorema anterior 11 <-7 como i I =7±4, así 
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como 7=11-4, tenemos que: aumentando el denominador 
de un quebrado, el quebrado disminuye; y disminuyendo el 
denominador de un quebrado, el quebrado aumenta. 
2.° Alteraciones por multiplicación y división, sea el 
quebrado 
s 
 , si se multiplica 6 se divide su denominador  
por 3, nos resulta en el primer caso T8-5  y en el segundo 
 2  , 
que son respectivamente la tercera parte y el triplo del que-
brado propuesto, lo que nos dice que: si se multiplica el 
denominador de un quebrado por un número entero, el que-
brado queda dividido por el mismo número; y si se divide 
el denominador de un quebrado por un número entero, el 
quebrado queda multiplicado por el mismo número. 
3.° Alteraciones por elevación á potencias, extracción de 
raices y logaritmización, sea el quebrado  7
' 
 si se eleva 
 
al cuadrado, se extrae la raiz cuadrada, ó se halla el lo- 
garitmo de su denominador en la base I o, tendremos, en  
el primer caso I—a^oo 	 , en el segundo  Io  y en el ter- 
cero z , que son el primero menor y los otros dos ma 
yores recpectivamente que el quebrado propuesto, lo que 
 
nos dice que: elevando á una potencia cualquiera el deno- 
minador de un quebrado, el quebrado que resulta es me- 
nor; y extrayendo una raiz cualquiera del denominador ó 
hallando el logaritmo en la base de nuestro sistema de 
numeración, el quebrado que resulta es mayor. 
178.  ALTERACIONES DE LOS DOS TÉRMINOS. Las alte- 
raciones del quebrado se fundan en los teoremas (176 
y 177) y en que todo quebrado cuyos dos términos son 
iguales, tiene .por valor la unidad. 
 
PRIMER CASO. Alteraciones por adición y sustracción. 
Sea el quebrado 7 sumamos á sus dos términos 4, nos  
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resulta el quebrado —19-F , que para compararlo con el que- 
brado propuesto nos basta ver que á 5 
 le faltan 
	 para 
valer la unidad, y á 
 ii  le faltan 
 u para valer también 
la unidad, pero 7 > i t 	  ( I  7 7) luego ° <  11  ; si el 
quebrado en lugar de ser puro fuese espúrio como 
	 , su- 
mando 4 también á los dos términos, nos resulta el que- 
brado 
 y  , que para compararlo con el quebrado pro- 
puesto nos basta observar que á 
s  le sobran 	 para va- 
ler la unidad, y á 9  le sobran e  para valer también 
la unidad, pero s s ( r 7 7) luego 5 . y , lo que 
nos dice que: sumando á los dos términos de un quebrado 
un mismo número entero, el quebrado que resulta aumenta 
si el propuesto es puro y disminuye si es espúrio ; y res-
lando de los dos términos de un quebrado un mismo nú-
mero entero, el quebrado que resulta disminuye si el pro-
puesto es puro y aumenta si es espúrio. 
EscoLIO. La alteración que se verifica para los que-
brados espúrios se verifica también para los impropios que 
no sean iguales á la unidad, pues en este caso no altera, 
así si á los dos términos del quebrado J les sumamos 
el número 4, nos resulta el quebrado s  igual á él. Lo que 
le falta á un quebrado puro para valer la unidad se llama 
complemento aditivo; y complemento sustractivo de un que-
brado espúrio lo que le sobra de la unidad. 
2. ° Alteraciones por multiplicación y división, sea el 
quebrado 
s 
 si se multiplican ó se dividen sus dos tér- 
minos por el número 2, nos resulta, en el primer caso 8 iz 
r 
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y en el segundo 3, quebrados iguales al propuesto, puesto 
que al multiplicar el numerador por 2, se ha hecho al que- 
brado dos veces mayor, pero al multiplicar al mismo tiempo 
el denominador por 2, se ha hecho el quebrado dos veces 
menor, luego el quebrado =- 4 , análogamente al dividir 
el numerador del quebrado propuesto por dos, se ha hecho 
al quebrado dos veces menor, pero al dividir al propio tiempo 
el denominador por 2, se ha hecho al quebrado dos veces 
mayor, luego el quebrado 3 — T-4  , lo que nos dice que: 
multiplicando ó dividiendo por un mismo número entero 
los dos términos de un quebrado, el quebrado que resulta 
es igual al propuesto. 
3.° Alteraciones por elevación á potencias, extracción 
de raices y logaritmización, sea el quebrado il 	 si se 
elevan sus dos términos al cuadrado, ó se extrae su raiz 
cuadrada, 6 se halla el logaritmo de sus dos términos en 
la base 1 o, nos resulta, en el primer caso  1 10(100 ° , en el 
segundo 100 	 , y en el tercero -4-2 
 que son el primero me- 
nor, pues dividiendo por I oo sus dos términos tenemos 
1lmo0) <  10000  y los otros dos mayores que el que-
brado propuesto pues dividiendo los dos términos de este 
por to, tenemos 
 1000 <  loo y dividiendo por 5o, 
tenemos ;meo < 2 lo que nos dice que: elevando los dos 
términos de un quebrado á una misma potencia, el quebra-
do que resulta es .menor que el propuesto; y extrayendo la 
raiz de un mismo grado de sus dos términos ó hallando su 
logaritmo es la base de nuestro sistema de numeración, el 
quebrado que resulta es mayor. 
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ESCOLIO. Hay que tener en cuenta, que teniendo por 
precisión que ser enteros los términos de un quebrado y no 
siendo siempre posibles las operaciones inversas, es preciso 
limitar las alteraciones anteriores á cuando pueden efec-
tuarse las operaciones inversas, por eso en los quebrados 
sobre los que hemos hecho los razonamientos para fijar las 
ideas, les hemos puesto siempre de manera que cumplieren 
con esas condiciones, es decir, que el resultado de la ope-
ración inversa fuese un número entero. 
179. TRANSFORMAR UN NÚMERO, es variarle de forma 
pero no de valor. Así 1— 2 - 3 - 4 etc. 	 2 	 4 2 	 3 	 4 	 y i 	 14 
z1— zs- etc. S—  4   - 7  - y  etc. Los números enteros 
no admiten transformaciones en números enteros, pero sí en 
números fraccionarios impropios; los números fraccionarios 
siempre se pueden transformar en otros fraccionarios y si 
son impropios en números enteros. 
180. REGLA PARA TRANSFORMAR UN ENTERO EN QUE-
BRADO DE DENOMINADOR DADO. Se pone por numerador el 
producto del entero por el denominador. Así 7 en octavos 
será -56-8– en onceavos '77 y así sucesivamente. 
Las transformaciones de los números fraccionarios dis-
tintos de la unidad, solo pueden ser fundadas, según lo ex-
puesto, en las alteraciones, por multiplicación y división de 
sus dos términos por un mismo número entero; y como mul-
tiplicando, el quebrado que resulta tiene mayores términos 
que el propuesto y dividiendo, los tiene menores, siendo más 
sencillo operar con quebrados cuyos términos sean los me-
nores posibles, vamos á principiar por la transformación 
fundada en la división á que se llama simplificación de que-
brados, para después ocuparnos de la transformación fun- 
14 
  
1 
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dada  en la multiplicación á que se llama reducción de que-
brados d un común denominador.  
181. SIMPLIFICAR UN QUEBRADO, es transformarle en  
otro cuyos términos sean menores. Para que un quebrado  
no se pueda simplificar es preciso que sus dos términos no  
tengan ningún factor común más que la unidad.  
QUEBRADO IRREDUCIBLE, es el que sus dos términos son  
primos entre sí.  
184 . REGLA PARA SIMPLIFICAR UN QUEBRADO. Se divi- 
den sus términos por su nz. c. d. (16o, cor.°) Cuando el  
m. c. d. de los términos se obtiene por el procedimiento  
(167, i.°), teniendo en cuenta (132) que para dividir un  
número por un producto se divide sucesivamente por cada 
 
uno de sus factores, se puede simplificar un quebrado divi-
diendo sucesivamente sus dos términos por los factores pri-
mos comunes que tengan hasta llegar á dos términos que 
 
sean primos entre sí á simple vista; si esto no sucediese y 
 
no tuviesen ya factores comunes de aquellos cuyas condi-
ciones de divisibilidad conocemos, al quebrado que resulte 
 
se le aplica la regla general: así si queremos simplificar los 
 
quebrados  ,° y  71 
 hallando el m. c. d. 23 de los 
dogs términos del 1.° y dividiendo por él nos resulta 
391__ 1 
4;37 	 quebrado irreducible, en el 2.° dividiremos suce- 19 
sivamente por 2 por 2 por 3 y por 5  sus términos en esta  
forma  4  —  210 —  1 °^  — 7  quebrado evidentemente  
irreducible (153, cor. 2.°) y en el 3.° dividiremos sucesiva-
mente por 2 y por 3 y después aplicaremos la regla general 
 
en esta forma 5394 	 2697 	 899 _ 31 
 quebrado irreducible. X134 -3 - 1189 41 
 
183. REDUCIR QUEBRADOS Á UN COMÚM DENOMINADOR, 
es transformarlos en otros cuyos denominadores sean la ua- 
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les. Desde luego se ve que el denominador común ha de 
ser ó múltiplo de los denominadores propuestos, ó divisor, 
si lo primero, bastará multiplicar los dos términos de cada 
quebrado por el cociente de dividir ese número por su de-
nominador, lo cual siempre es posible; si lo segundo, será 
preciso dividir los dos términos de cada quebrado por el 
cociente de dividir cada denominador por ese número, lo 
que casi nunca es posible y hace se siga siempre el primer 
procedimiento si bien en lugar de encontrar, un múltiplo 
cualquiera se halla, para obtener los quebrados en términos 
menores, el m. c. in.; lo que dá lugar á la siguiente regla. 
184. REGLA PARA REDUCIR QUEBRADOS Á UN COMÚN 
DENOMINADOR. Se halla el m. c. m. de los denominadores, 
y se multiplican los dos términos de cada quebrado por el 
cociente de dividir el m. c. m. hallado por su denominador. 
En el caso especial en que los denominadores sean primos 
entre sí dos á dos, sabemos que el m. c. in. ( 1 74, 4. °) es 
su producto, y por tanto el cociente de dividir el m. c. m. 
por el denominador de cada quebrado es el producto de los 
denominadores de los demás; esto y el ser siempre el pro-
ducto de los denominadores un múltiplo de ellos, hace que 
se acostumbre á dar como regla, en la que no hay necesidad 
de saber hallar el m. c. m., la que no es conveniente apli-
car más que en el caso que hemos dicho y se enuncia di-
ciendo: para reducir quebrados á un común denominador 
se multiplican los dos términos de cada quebrado por el 
producto de los denominadores de los demás. Algunos auto-
res dan esta como regla general, y la regla que hemos dado 
como particular para el caso en que queramos reducir los 
quebrados al mínimo denominador común, más prescindien-
do de que una y otra son siempre aplicables, la que hemos 
dado solo nos dá el mínimo denominador común cuando 
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los quebrados dados son irreducibles, por tanto: para redu- 
cir varios quebrados á mínimo denominador común, se re- 
ducen á su más simple expresión y se aplica la regla dada. 
Ejemplos. Si queremos reducir á un común deno- 
minador: I.° 5 	 8 2° 4 5 y 6: tendríamos; en 12 , 165 y 28 , 	 7 ' 18 	 8  
el primer caso, aplicando la regla que m. c. m. de los de-
nominadores es (174, 1.°) 462o que será el denominador 
común y los numeradores los productos de multiplicar el 
numerador de cada quebrado por los cocientes de dividir 
462o respectivamente por 12, 165 y 28; y en el 2.°, como 
los denominadores son primos entre sí dos dos el m. c. m. 
es el producto de todos ellos que será el denominador co-
mún, y los numeradores los productos de multiplicar el nu-
meradór de cada quebrado por los denominadores de los 
demás; mas como ni en el primero ni en el segundo caso los 
quebrados son irreducibles no quedarán así transformados 
en otros cuyo denominador común sea el menor posible, 
para lo cual habrá que previamente reducirles á su más 
simple expresión como se ve á continuación. 
1.° 2.° 
5  1925 5  5 175 4 
 480 4 
 4 48 
12 4620 12 12 420 7 840 7 7 84 
99 _ 2712 99 _ 3  252 5  230 5 1 28 
165 4620 165 5 420 15 840 15 3 84 
8  1320 8 _ 2_ 120 6 _ 630 6 3 63 
28 4620 28 7 420 8 840 8 4 84 
185. Escollo 1.° Los quebrados espúrios como son 
mayores que la unidad se pueden transformar en un entero 
y un quebrado puro efectuando la división. Así el quebrado 
• 
- 3 = 2 18 , a la reunión de un entero y un quebrado puro 
se le llama número mixto, lo mismo que á los números de- 
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cimales, por componerse de órdenes décuplos y subdé-
cuplos.  
2.° Digimos en el escolio (178, 1.°) que las alteracio-
nes de los quebrados espúrios se verificaban también en 
 
los quebrados impropios que no fuesen iguales á la unidad 
 
pues entonces no alteraban; y esto es debido á que para 
 
no alterar una fracción alterando sus dos términos es pre-
ciso que lo que alteren los términos formen una fracción  
igual á la propuesta: en efecto si sumamos término á tér-
mino dos fracciones iguales ó las restamos la suma ó la  
resta es una fracción igual á ellas, pues simplificándolas 
 
darán lugar á la misma fracción irreducible, así si tenemos  
las fracciones 	 y zi y las sumamos y restamos tér- 
mino á término nos dan respectivamente 57 y 15 fraccio- 
nes como las propuestas iguales á 3 ; pero si sumamos  
término á término dos fracciones desiguales la fracción que 
 
resulta está comprendida entre las dos, pues reduciéndolas 
 
á un común denominador para poder compararlas obtene-
mos uria limitación en la que el resultado está entre las dos 
 
fracciones dadas, asf si tenemos las fracciones 2 y --4 re- 
ducidas á un común denominador tenemos 14 yi su  
mando término á término las dos fracciones propuestas nos  
resulta la fracción ó  que comparada con 3 e s menor y  
comparada con 7  es mayor y por tanto 3 6 > > 4 . 
EJERCICIOS. 
0 	 49 	 127 2229 	 16632 1. Simplificar los quebrados 56  , 445 , 9659 y 20323 
2. Reducir á un común denominador los quebrados  
5 	 1 	 7 4 ^ 
 7 y -^ -. 
î.° 
brados 
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Reducir al mínimo denominador común los que- 
31 	 16 	 14'  
43 , 60 y 33 • 
PROBLEMAS. 
1.°  ¿Quiénes son los quebrados equivalentes al que- 
brado 462 • -79
2.° ¿Qué tendríamos que hacer para comparar los 
quebrados s y ? 
3. ° ¿Cuál sería el medio más sencillo de comparar los 
quebrados 7 y 12 
14 	 15 • 
LECCIÓN 21.' 
IîoducpiGn do númoros trnccionnrios. 
186. En la lección anterior hemos visto que así como 
los números enteros no podían transformarse en otros en-
teros, no sucedía esto con los números fraccionarios que 
siempre pueden transformarse en otros fraccionarios, si 
bien teniendo en cuenta lo expuesto 085); esto depende, 
de que al transformar los enteros en quebrados lo que ha-
cemos es expresarlos en otro sistema de numeración si bien 
empleamos los convenios establecidos para expresarlos en 
el sistema adoptado; otro tanto podíamos decir de los que-
brados ya al transformarlos en quebrados ó ya al transfor-
marlos en enteros ó mixtos. Las transformaciones de que 
nos hemos ocupado en la lección anterior nos sirven para 
poder comparar dos quebrados ó más, así como también 
para expresar un quebrado con los términos menores po-
sibles, pero no nos sirven para expresar un quebrado en el 
sistema de numeración que nos convenga, es decir teniendo 
el denominador que deseemos, de aquí el que nos propon- 
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gamos conseguir este objeto, fijándonos especialmente en 
la expresión de un quebrado ordinario'ën nuestro sistema 
de numeración ó lo que es lo mismo,iteniendo por deno-
minador 1 o y sus potencias; cuestión inversa, es de- 
cir, expresar una fracción decimal en la forma de ordinar ia 
ó lo que es lo mismo teniendo pQr denominador un nú-
mero cualquiera que no sea 16 ni sus potencias, por ser 
las de uso más frecuente. 
El fundamento de todas las cuestiones que se refieren 
á la reducción de fracciones se funda en la siguiente regla. 
187. REGLA PARA REDUCIR UN QUEBRADO Á OTRO DE 
DENOMINADOR DADO. Se multiplica el numerador del que-
brado propuesto por el nuevo denominador, el producto se 
divide por el denominador primitivo y el cociente exacto ó 
entero será el numerador de la fracción cuyo denominador 
se ha dado. Esta regla está fundada en que siendo la mul-
tiplicación y división operaciones inversas, se reducen, es 
decir, que multiplicando y dividiendo á un número por 
otro el número propuesto no altera: así si tenemos la 
fracción y la queremos reducir á otra cuyo denomina-
dor sea t 1 , multiplicaríamos el numerador por II lo que 
nos daría que dividiendo el numerador por el denomi- 
nador nos dá de cociente entero i y de cociente por ex- 
ceso 2 de suerte que se puede escribir la limitación si- 
guiente 1 
	 3, < 2, y dividiendo por I I , -11 < . < 
lo cual quiere decir que no se puede reducir exactamente 
el quebrado propuesto á onceavos; debido á que el co-
ciente de dividir por el denominador del quebrado pro-
puesto el producto del numerador por el denominador 
dado no ha sido exacto, y como para que esto se verifique 
es preciso que si el quebrado propuesto es irreducible el 
9 . ' 	 10.... I 2 	 2 . ' 	 10000... 
0 	 0'5 
	 10 
10 
10 
1 
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denominador dado sea múltiplo del primitivo (185), se de-
duce que: para que un quebrado irreducible se pueda trans-
formar en otro de denominado dado, es preciso que este 
denominador sea múltiplo del primitivo. 
188. REDUCCIÓN DE FRACCIONES ORDINARIAS 1^ DECI- 
MALES. Teniendo en cuenta que en esta cuestión no se 
nos dá el denominador á que se ha de reducir la fracción 
ordinaria sino con cierta indeterminación; pues únicamente 
se nos dice que el denominador ha de ser I o ó su poten-
cia, es decir, la unidad seguida de ceros: para aplicar la 
regla del párrafo anterior, tendremos que dividir el nume-
rador, de la fracción ordinaria, seguido de ceros por el de-
nominador, y encontrado el cociente dividirle por la uni-
dad seguida de tantos ceros como hayamos puesto á la 
derecha del numerador. Pero si observamos que I o no 
tiene más factores primos que 2 y 5 y que por tanto las 
potencias de I° no pueden tener tampoco otros factores 
es claro (187) que para que el numerador seguido de 
ceros, sea divisible por el denominador, es preciso que este 
no tenga más factores distintos de los que tenga el nume-
rador que 2 y 5; y por tanto: para que una fracción ordi-
naria pueda transformarse en fracción decimal se necesita, 
si es irreducible, que su denominador no tenga mds factores 
primos que los de lo. Así si queremos reducir á deci-
males las fracciones z s y s aplicando la regla ten- 
dremos z = o
, s = o ` 3 3 3..., —6—,0 1666... la dis-
posición práctica es como sigue: 
3 
 0'333... 
	 3 .,
10000... 
40 
40 
40 
4 
6 
0'1666. . 
En la primera hemos visto que como su denominador 
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era 2, uno de los factores de i o, nos dió al dividir su nume-
rador seguido de un cero, de cociente exacto 5 y por tanto 
dividiéndole por i o son 5 décimas, en virtud de que (66, 
3.°) así como digimos que poniendo un cero á la derecha 
de un número entero se le hacía diez veces mayor y por 
tanto si á un número entero que termina en cero se suprime 
el cero se le hace diez veces menor, también si á un número 
decimal se le corre la coma, que siempre está esplícita ó 
implícitamente en la cifra de las unidades simples, un lugar 
á la derecha se le hace diez veces mayor y si se le corre un 
lugar á la izquierda se le hará diez veces menor, y en gene-
ral: si se corre la coma en un número decimal un número 
cualquiera de lugares hacia la derecha ó hacia la izquierda 
el número se hará tantas veces mayor 6 menor como exprese 
la unidad seguida de tantos ceros como lugares haya corrido 
la coma hacia la derecha 6 hacia la izquierda; en la 2. a como 
3 no es ninguno de los factores de z o la división no se ter-
mina nunca; una vez que se repiten constante é indefinid a-
mente los mismos restos y los dividendos parciales, y lo 
mismo sucede en la 3. a por esto hemos encontrado las dé-
cimas, centésimas, milésimas, etc. y hemos puesto puntos 
suspensivos que quiere decir que las cifras que se repiten 3 
y 6 se pueden continuar escribiendo indefinidamente y .que 
esas fraciones como todas las que se encuentren en ese 
caso no se pueden reducir exactamente á decimal: pero si 
observamos que no pudiéndose terminar esas divisiones, 
como los restos tienen que ser necesariamente menores que 
el divisor, á lo sumo después de un número de divisio-
nes igual al divisor disminuido en una unidad se ha de re-
petir un resto y por tanto un dividendo parcial, encontrán-
dose desde entonces las mismas cifras ya obtenidas en el 
cociente y en el mismo orden, tendremos 
1 5 
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189. Que toda fracción ordinaria que no pueda redu-
cirse exactamente á decimal, tiene que, un grupo de cifras 
repetirse constante é indefinidamente. El grupo de cifras 
que se repite constante é indefinidamente se llama período, 
y la fracción decimal toma el nombre de periódica. 
Las fracciones decimal-periódicas se dividen en puras 
y mixtas, según que el período principie en las décimas ó 
después de las décimas: las cifras decimales que hay antes 
del período en las fracciones periódicas mixtas se llaman 
parte no periódica. 
190. Las fracciones ordinarias cuyo denominador no 
contenga, siendo irreducibles, ningún factor primo de los de 
ro, darán lugar á una fracción decimal periódica pura. 
En efecto, sea la fracción irreducible z1 cuyo deno- 
minador 21 no contiene ninguno de los factores primos de 
1 o; reduciéndola á decimal como se ve á continuación 
1100000000000... 
50 
80 
1'70 
200 
110 
50 
80 
110 
200 
110 
50 
8 
 
21 
 
0'52380932380952.... 
  
tenemos que los dividendos sucesivos son I I , I I X I o, 
I I X t o°, etc.: como el cociente tiene que ser periódico 
(189), tienen que algunos dividendos dar restos iguales, en 
el ejemplo propuesto t I X Io 3 y I I X to9 nos dan el mismo 
resto 17, la diferencia II XI o9 — I I X I o3 será un múlti-
plo de 21; nna vez que cada uno de estos números se pue-
den representar en la forma siguiente 
-1 79—  
II X 109==21-1-17 
 IIXIO9— IIXIO3-2I,(I2ó ) 3 a ) 
I I X 103= 2 I± I 7 
y como vemos, restando las dos igualdades nos dan un múlti- 
plo de 21, pero I I x I 03— I I X I o3= I o3 X (II x I oe--- I I ), 
(114, Ese.) y como 2r es primo con i o3 por serlo con ro 
 (162, 3.°) tiene que dividir á I I X Io 6—I I, (162, I.°) y
por tanto es preciso que los dividendos parciales I I x I ob y 
I I al dividirlos por 2 1 den el mismo resto; pues si como 
hemos visto cuando dan el mismo resto resulta restándolos, 
un múltiplo del divisor; cuando dos dividendos restados dan 
un múltiplo del divisor, es debido á que uno de ellos resul-
ta de aumentar el otro en un múltiplo del divisor: por tanto 
el primer resto que reaparece es el que corresponde al pri-
mer dividendo parcial ï r, así que el período empieza en las 
décimas, y la fracción decimal es periódica pura. 
191.. Las fracciones ordinarias irreducibles, cuyo deno-
minador contiene algún factor primo de los de ro y algún 
factor primo distinto de los de ro, darán lugar á una frac- 
ción decimal periódica mixta. 
Sea, en efecto, la fracción irreducible, só = 
 2' x 3 x 5 
multiplicando sus dos términos por 5, á fin de que en el de- 
nominador haya una potencia perfecta de I o; tendremos 
7=_-.- 	 7 	 _ 7x5 _ 35 _ 35 60 	 2'X3x5 - 2'x3x5' 	 3x10' 	 3 
1O2 
Reduciendo 3  á decimales nos dá de cociente 11'666...  
y dividiendo por roo resulta o'11666..., fracción decimal 
periódica mixta. 
EscoLIO. Debernos hacer notar: 1.° que cuando la 
fracción ordinaria se reduce exactamente á decimal, el nú-
mero de cifras decimales es igual al mayor exponente de 
• 
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los factores primos de I o que tenga su denominador; una  
vez que por cada cero que se ponga á la derecha del nu-
merador tendremos en él un factor 2 y un factor 5 y en el  
cociente una cifra decimal: 2.° que cuando la fracción ordi-
naria se reduce á decimal periódica pura, el número de las  
cifras del período no puede exceder del denominador dis-
minuido en una unidad: 3.° que cuando la fracción ordina-
ria se reduce á decimal periódica mixta, el número de cifras  
de la parte no periódica es igual al mayor exponente de los  
factores primos de I o que tenga el denominador.  
192. REDUCCIÓN DE FRACCIONES DECIMALES A ORDINA- 
RIAS. Las fraccionès decimales que hasta ahora hemos  
visto son; de un número limitado de cifras que se llaman 
 
exactas, ó de un número ilimitado de cifras, repitiéndose  
en este caso un grupo de ellas constante é indefinidamente, 
 
que ya sabemos se llaman periódicas puras y mixtas; por 
tanto, una vez que las decimales exactas es evidente que 
 
se pueden escribir en la forma ordinaria sin más que poner  
su denominador de manifiesto, nos ocuparemos de reducir 
 
una fracción decimal periódica á ordinaria: á esta fracción 
 
ordinaria se acostumbra á llamar fracción generatriz de 
la decimal periódica.  
. 193. La generatriz de una decimal periódica pura, 
 
liene por numerador el período y por denominador tantos 
 
nueves como cifras tiene el período. 
 
Sea la fracción decimal periódica pura x'4254254 25 	  
se tiene evidentemente 425 = O'425 X I000 = O'425 
X (999 + I) = O'425 X 999 
-^
 ^O'4 2 5, y estaigualdad nos  
dice que, reduciendo la fraccion ordinaria 
2.6  á decimal, se  
obtiene después de tres divisiones parciales de cociente 
 
O'425 y de resto O'425: nos encontramos por t.nto en las 
 
r -^ 
 
^ 
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mismas condiciones que al principio de la operación, lo que 
 
nos demuestra que las tres primeras cifras del cociente se 
 
reproducen constantemente; la fracción 
	
 es la genera- 
triz de la fracción periódica pura considerada. 
 
194. La generatriz de una decimal periódica  mixta, 
tiene por numerador la parte no periódica, seguida del 
 
período, menos la parte no periódica, y por denominador 
 
tantos nueves como cifras tiene el período, seguidos de tan-
tos ceros como cifras hay en la parte no periódica. 
 
Sea la fracción dec . 	 eriódica mixta  
0 6 74 2 54 2 54 2 5 	 ; tendremos ultiplicando y dividiendo  
por la unidad seguida de tantos eros como cifras tie- 
ne la parte no periódica o' 6742 2 54 2 5... = ( 6 7 -^ 
?4t;(25425, : too, pero el se tundo sumando del  
paréntesis (192) es igua 	 4 ' 	 llego sustituyendo,  999 
o'67425425425... 
	
425 : Í 00 = 67 + 4Z50 o  
	
 
   = (6 7 -} 999 	 100 	 999 
(126) y reduciendo á un común denominador los dos que- 
brados 67 y 99900-,425  0 6 2425425...—  6; x 999  -^ ^
425  
100 	 7 4 5   	 -- 99`900 	 99900 
67 + 999 + 425 por ser quebrados del mismo denominador, 
99900 	 P 	 q 
y como 999 = l000 — I, tendremos o'67425425425...  
67 x (1000-11 + 425  	 67000-67 + 425 _  67425-67 
 Confor- 
99900 	 99900 	 — 949Q ) 	 . 
me al enunciado.  
Escollo. Debemos de observar que si en lugar de ser 
 
fracciones decimales fuesèn números decimales, se hace  
abstracción de los órdenes décuplos, y se añaden después  
á la fracción generatriz que se obtenga.  
EJEICICIOS.  
I.' Transformar el quebrado s,  en decim : , * -- '. eçi• 
mal o'235 en ordinario.  
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2. ° Reducir el quebrado --2  á decimal, y el decimal 
0`747474... á ordinario. 
3.° Reducir el quebrado —7 	 decimal, y el decimal 
002686868... á ordinario. 
PROBLEMAS. 
I.° Determinar priori si el quebrado 4 dá lugar 
á una fracción decimal exacta, y en caso afirmativo cuántas 
cifras decimales tendrá la fracción. 
2.° Determinar 	 priori si el quebrado 
 130  
° dá lugar 
á una fracción decimal periódica y de qué clase, encontran-
do el mayor número de cifras del período y las cifras de la 
parte no periódica si la. tuviese. 
3. 0 Determinar priori si el quebrado -17 dá lugar 
á una decimal periódica y de qué clase, encontrando el ma-
yor número de cifras ciel período y las cifras de la parte no 
periódica si la tuviese. 
4.° ¿El numerador de la generatriz de una decimal pe-
riódica mixta puede terminar en cero? 
LECCIÓN 22.' 
Adición y sustracción. 
195. La definición dada de la adición (46) es aplicable 
á los números fraccionarios, sin más que lo que allí eran 
unidades aquí son partes alícuotas de la unidad; los térmi-
nos reciben los mismos nombres, así como el resultado, el 
signo y todo lo demás que allí expusimos es igualmente 
aplicable en este lugar. 
-183— 
Aun cuando el procedimiento de la adición de quebra-
dos es único, se acostumbra para mayor sencillez en la 
exposición á considerar cuatro casos: I .° sumar números de-
cimales; 2.° sumar quebrados que tengan el mismo denomi-
nador; 3.° sumar quebrados de diferente denominador; y 
4.° sumar números mixtos. 
196. Para resolver el primer caso, como los números 
decimales (72, 6.°) pertenecen al sistema de numeración 
décuplo, se seguirá la misma regla que para sumar los nú-
meros enteros; una vez que se les puede considerar como 
enteros como hicimos en su expresión y escritura (72, 2.°, 
3. 0, 4.° y 5.°). Pero si tenemos en cuenta que: poniendo 
ceros á la derecha ó á la izquierda de un número decimal 
el número no altera; porque no alteran las cifras ni en valor 
absoluto ni en relativo,—una vez que este último depende 
del lugar que ocupe la coma que está siempre en la cifra de 
 las unidades simples,—se comprende que se puedan conside-
rar los números decimales con igual número de cifras de los 
órdenes subdécuplos y sumarlos como si fueren enteros, 
separando en la suma tantas cifras decimales como tenga el 
sumando que tenga más, debido esto, á que en la práctica no 
se acostumbra á igualar con ceros en cifras decimales los su-
mandos; puesto que no habrían, siguiendo la regla, alterado 
la suma porque los hubiéramos puesto 6 nó; de lo expuesto 
se deduce la siguiente regla para sumar números decimales. 
197. REGLA PARA SUMAR NÚMEROS DECIMALES. Se su-
man como si fuesen enteros, teniendo en cuenta que las co-
mas se correspondan en columna y poner en la suma la coma 
de modo que se corresponda con la de los sumandos. Así 
si queremos sumar  34'75 con 276`0042 y con 3'507; dis- 
pondríamos la operación en la forma siguiente: 
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34'75 ) lo que nos dice que 34'75 ± 2 76,004 2 + 3507 
	
273. 072 	 =314`261 2 no habiendo tenido necesidad de  
	
314.2612 	 poner dos ceros á la derecha del primer suman- 
do, ni uno á la derecha del tercero; pues bien se ve que en  
nada influirían en el resultado.  
198. El 2.° caso, corno el denominador en una fracción  
ordinaria expresa el orden de unidades á que está referido  
el quebrado, dentro del sistema de numeración regular á  
que pertenezca; claro está que teniendo todos los quebra-
dos el mismo denominador bastará sumar los numerado-
res,,—que nos dicen el número de unidades que contiene 
 
el quebrado del orden que exprese el denominador,—para  
pbt€ner la suma de los quebrados, poniendo á la suma el 
 
denominador común: de aquí la regla siguiente.  
199. REGLA PARA SUMAR QUEBRADOS DEL MISMO DENO- 
MINADOR. Se suman los numeradores, y á la suma se la 
 
pone por denominador el denominador común. Así si 
queremos sumar l  con z  y con iz  , se indicará la ope-
ración, según sabemos, en la siguiente forma. 
 
7 5 	 1 7+5+1 _ 13 1 
12 + 12 + 12 — 12 = 12 - 1 i^ 
200. El 3.er caso, se reduce al segundo transformando  
previamente los quebrados dados en otros que tengan el  
mismo denominador, por tanto: para sumar quebrados que  
tengan distinto denominador„ se transforman en otros que  
tengan el mismo denominador, y hecho esto, se suman los  
numeradores y se pone por denominador el denominador  
común. Asf si queremos sumar -7 con 
 
cada la regla tendremos. 
 
15 y  con Zl 	 apli- 
2 	 3 	 8 _ 30 	 21 	 40  _ 30 + 21 + 40 _ 91 
î + 15 + 21 r  105 + 103 + 105 	 105 
	
105 
r —185- 201. El 4.° caso, teniendo en cuenta que un número 
 
mixto se compone de un entero y un quebrado podríamos 
 
para resolverle sumar los enteros y los quebrados y reunir 
 
las dos sumas, más como quiera que hemos dicho que un 
 
entero se puede siempre transformar en quebrado de un 
 
denominador cualquiera; podemos seguir dos procedimien-
tos para resolverle, uno reduciendo cada entero á la espe-
cie de quebrado que le acompaña y estábamos después en  
el caso de sumar quebrados, y otro sumar los quebrados y  
después sumar los enteros reuniendo las dos sumas: pero  
como en la práctica es más conveniente el segundo procedi-
miento, pues siempre se tiene que operar con quebrados de  
términos menores, y por otra parte tanto los quebrados im-
propios como los expúrios se acostumbra á expresarlos con  
más brevedad por enteros y mixtos, se comprende la prefe-
rencia del segundo procedimiento, así como también el prin-
cipiar por sumar los quebrados, por si de esta suma resultase  
algún entero agregarla a la suma de los enteros: por tanto  
para sumar números mixtos se sigue la regla siguiente.  
202. REGLA PARA SUMAR NÚMEROS MIXTOS. Se suman  
los quebrados y después se suman los enteros, reuniendo las  
dos sumas, teniendo en cuenta que si de la suma de los que-
brados resultase algún entero se agregará desde luego á la  
suma de los enteros. Así si queremos sumar 296  
con 1987 5  y con 34 5^ , aplicaríamos la regla, dispo- 11
niendo prácticamente la operacil como en los números  
enteros, escribiendo el denomipaldor común de los que-
brados solo en la suma y á la dcha de cada quebrado  
el numerador correspondiente; esto que ya sabemos que  
solo los numeradores son los gire se suman, como se ve  
á continuación.  
iG 
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296 3 - - 110 	 En donde hemos determinado el  
m. c. m. de los denominadores 165  
1987 
	 - - 
	 que es el denominador común, y solo 
 
5  34 , - -  21 	 lo hemos puesto en la suma, escri- biendo los numeradores correspon- 
2318 41  206  165 
dientes enfrente de cada sumando,  
	
165 41 
	 1 ; para verificar con más facilidad la  
suma y poder transformar el quebrado expúrio en mixto.  
Escollo. Claro está que de la misma manera se su-
marían enteros con quebrados y con mixtos; pues un en-
tero se le puede considerar como un mixto en que el que-
brado es nulo, y un quebrado como un mixto en que el  
entero es nulo. 
 
Como los números fraccionarios ordinarios se pueden  
reducir á decimales todos los casos se pueden referir al  
primero si bien teniendo en cuenta que cuando los quebra-
dos ordinarios no pueden transformarse en decimales se  
obtendría la suma solo aproximadamente.  
De lo expuesto se deduce la siguiente regla para su-
mar números fraccionarios. 
 
203. REGLA PARA SUMAR NÚMEROS FRACCIONARIOS. Se  
reducen á un denominador común, se suman los numera-
dores como enteros y á la suma se la pone por denomina-
dor el denominador común. 
 
EJERCICIOS.  
2.° 	 3. ° 	 h. ° 
927'425  
34'0072 
 
0`21 
 
— 	
— 
^ - -  
7 + 5 .1- 14 + 18 	 42 3 0 `24 + ^ + 2 1   
i56 12 
85 
    
1 .° 
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201. Cuando los números fraccionarios que queramos 
 
sumar correspondan á un sistema de mensuración, la regla 
 
dada no varía, si bien teniendo en cuenta que para sumar 
 
estos números, necesariamente homogéneos (46), es pre-
ciso estén referidos á unidades del mismo orden lo que 
 
siempre se puede conseguir (89); por más que si contienen 
 
unidades de diferentes órdenes se puede seguir el procedi-
miento expuesto (93), pero en este caso si la expresión de 
 
cada sumando es propia (89 Esc.), solo los órdenes ínfi-
mos serán fraccionarios y á ellos habrá que aplicar la 
 
regla. 
Ejemplos: 1.° sumar 2 2  varas con f  varas y con 89  
varas; aplicando la regla obtendremos 4 ss varas: 2.° su-
mar 5 duros 3 reales 24 
z 
 maravedises, con 8 duros II 
reales 8 7 maravedises, y con I° duros 7 reales 12 4 ma- 
ravedises, aplicando la regla obtendremos, como expresión  
impropia 23 duros 21 reales 45 z3 maravedises y como  
expresión propia 24 duros 2 reales II 
 z 
 maravedises.  
DISPOSICIÓN PRÁCTICA.  
1.° 
2 	 2 v . 3 - 42  
5 " 
- 45 
8" 6 -6-- 
	 5 
2.° 
m. 5 d._ _ 	 3 r. 	 24 2 
8 ' - - I 	 " - - 	 8 7 	
" 
Io " - - 	 7 "-• I2 ^    
14 
- - 	
8 
-- 2I 
2 8 
I 
17 v. 
4 s3:3 
143 	 63 	 E r. 	 ^^ o 	 :m^^^o^ :3. pr ^s:. 	
. 	 . 
17 i 2 
Id. 	 propia. 	 . 
2 	 d -- 2 1 r. — 	 15m. 3 	 — 45 2–g- 
24 " - - 	 2 ` - - I I ^   
43 
15 
— 1 88— 
EJERCICIOS.  
1.° 1 2 	 a. 
21  
7 23 
1 	 p 
92 
2.° 5 m• 
9
„ 
6  » 
6 c• 1 	 a. 
2 
4 , 3 	 » 
4 
-- 2 *--53— 
 
5 
3.° 345 w • ` 75 
	
26 "` 	 35 6 
8 a ` 	 2 
PROBLEMAS.  
I.° Un carretero cargó en su carro 4 fardos de una  
misma persona, el primero pesó 5 arrobas 7 libras, el se-
gundo 4 arrobas 6 libras 3 onzas, el tercero 6 arrobas 2 li-
bras y el cuarto 8 s  arrobas, el carretero cobra por arro- 
bas. ¿Cuántas arrobas cobraría al dueño de los fardos? 
 
2.° ¿Cuántos kilógramos pesarán 3 barras de hierro 
 
que la 1.a pesa 2 quintales métricos y 8 hectógramos, la 
 
2. a 5 kilógramos y 7 decigramos,  y la 3. a 72 kilógramos?  
3.° Tres amigos quieren reunir sus fondos, el primero 
 
tiene 7 duros 15 reales, el segundo 6 duros 3 pesetas, y el 
 
tercero 4 duros 571 
  
reales. ¿Cuántas pesetas reunirán? 
 
205. A la sustracción de números fraccionarios es apli-
cable cuanto hemos dejado consignado (49), y como su in-
versa la adición aunque tiene un procedimiento único, se 
 
consideran para mayor sencillez en su exposición cuatro ca-
sos; 1.° restar números decimales; 2.° restar quebrados del 
 
mismo denominador; 3.° restar quebrados de diferente de-
nominador; 4.° restar números mixtos. 
 
Para resolver el primer caso, teniendo en cuenta las 
 
consideraciones expuestas (196), se aplicará la regla si-
guiente.  
206. REGLA PARA RESTAR NÚMEROS DECIMALES. Se res- 
tan como si fuesen enteros, teniendo en cuenta que las co- 
A/Y24a.. G(A0C^*^ ,V  
J 
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mas se correspondan en columna y poner en la resta la 
coma de modo que se corresponda con la de los términos. 
Así, si queremos restar de 82 5`47 el número 1 79`598, dis-
pondríamos la operación en la forma siguiente: 
	
825`47 	 lo que nos dice que 825`47-179`598= 
	
179 `598 	 645'872 no habiendo tenido necesidad de 
	
 poner un cero á la derecha del minuendo; 
	
645 ` 8 7 2 	 pues nos ha bastado considerarle escrito para 
obtener el verdadero resultado. 
207. El segundo caso, como el resto sumado con el 
sustraendo nos debe dar el minuendo, nos bastará restar los 
numeradores y poner por denominador el denominador co-
. 
mún para encontrar el resto; una vez que, éste sumado con 
el sustraendo nos daría el minuendo (198): de aquí la si-
guiente regla. 
208. REGLA PARA RESTAR QUEBRADOS DEL MISMO DENO- 
. MINADOR. Se restan los numeradores, y á la resta se la pone 
por denominador el denominador común. Así ,si queremos 
restar de s 4  se indicará la operación, según sabemos, 15' 15' 
en la siguiente forma 9 — 4 — –4 — 5 15 	 15 	 15 	 15 ' 
209. El 3.er  caso, se reduce al segundo transformando 
previamente los quebrados dados en otros que tengan el 
mismo denominador, por tanto: para gestar quebrados que 
tengan distinto denominador, se transforman en otros que 
tengan el mismo denominador y hecho esto, se restan los 
numeradores y se pone por denominador el denominador 
común. Así si queremos restar des , li , aplicando la re- 
gla tendríamos 7 3 — 77 _ 27 = 77-27 — 50 
' 9 	 11 	 99 	 99 	 99 	 99 • 
210. El 4.° caso, se convierte en los anteriores redu-
ciendo cada entero á la especie de quebrado que le acom- 
--I go- 
paña, más en virtud de las consideraciones expuestas (loo) 
es preferible dejar los mixtos en la forma que están, y restar 
los quebrados, después los enteros y reunir las dos restas; 
se restan primero los quebrados por si el quebrado sus-
traendo fuera mayor que el minuendo poder aumentar una 
unidad al quebrado minuendo: de aquí la regla siguiente. 
211 . REGLA PARA RESTAR NÚMEROS MIXTOS. Se restan 
los quebrados, desj5ués los enteros, y se reunen las dos res-
tas, teniendo en cuenta que si el quebrado minuendo fuese 
menor que el del sustraendo, agregarle una unidad, yyara 
que el resto no varíe agregar una unidad al entero del 
sustraendo. Así si queremos restar de 724 T-2 
 , 368 7 
aplicaremos la regla, disponiendo la operación como en la 
suma en la forma siguiente: 
721 3 - 
 
368 	 - 18. .... 18 
. 	 , 
355 17 - 	 l % 
21 
 
En donde hemos determinado el 
denominador común 21, que solo 
hemos puesto en la resta, escribien-
do los numeradores correspondien-
tes enfrente de cada quebrado para 
verificar con más facilidad la resta, y como el numerador 
del minuendo ,es menor que el del sustraendo hemos aña-
dido una unidad que en veinte y un ayos es  21 de estos. 
EscoLlo. Claro está que de la misma manera se res-
tarían enteros de quebrados y mixtos, quebrados de ente-
ros y mixtos y mixtos de enteros y quebrados; pues un 
entero se le puede considerar como un mixto en que el 
quebrado es nulo, y un quebrado como un mixto en que 
el entero es nulo. 
Por la misma razón que digimos (201, Esc.) todos los 
casos se pueden referir al primero, con la salvedad 
 ` que 
también allí hicimos. 
1 
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De lo expuesto se deduce la siguiente regla para res-
tar números fraccionarios. 
 
212. REGLA PARA RESTAR NÚMEROS FRACCIONARIOS. 
 
Se reducen á un común denominador, se restan los nume-
radores y á la resta se la pone por denominador el deno-
minador común.  
EJERCICIOS. 
9 .
° 436'25 44 o 3
_ 2= 3.° 84 8 ^ . ° 
76 2 
^
.° 342:63 
  
87`0075 	 5 	 7 	 67 11 	 4S ^ ' 	 -,-.T-  
12 
213. Cuando los números fraccionarios que queramos 
 
restar correspondan á un sistema de mensuración, la regla 
 
dada no varía, si bien teniendo en cuenta que para restar 
 
estos números necesariamente homogéneos (49), es pre-
ciso estén referidos á unidades del mismo orden lo que  
siempre se puede conseguir (59); por más que si contienen  
unidades de diferentes órdenes se puede seguir el procedi-
miento expuesto (96), pero en este caso si la expresión de  
cada término es propia (89, Esc.), solo los órdenes ínfimos  
serán fraccionarios y á ellos habrá que aplicar únicamente  
la regla. 
 
Ejemplos: I.° restar de 42 2 arrobas, ÿ arrobas; apli- 
cando la regla obtendremos 41 t  arrobas: 2.° restar de  
7 fanegas 5 celemines y cuartillos, 5 fanegas 8 celemi-
ries 2 2  cuartillos; aplicando la regla obtendremos I fa- 
nega 9 celemines U cuartillos.  
1. ° 
1.° 
	
42 	 3n - - 	 6 
	
1 	 4 	 - - 	 4 
41 
I 3 
9 
 x. 
2 
2 . ° 
4 7 7 
EJERCICIOS. 
1 3v. - - 2P• - 6 5  pl. â.° 
8 "--I' -9 73 
 
• 
276'H1. 25 
 
189' 063  
2. ° 7 f. - - 5 cl. - 3 5  ct. - - 4+ 10=14  
^2 - - -5 -- =5 
1 f.--9 cl. -- Ó ct. 9 
5u -- 8» --  
—
192— 
DISPOSICIÓN PRACTICA. 
PROBLEMAS.  
I.° Siendo las 7 72-1 
  
de la mañana: ¿cuántas horas faltan  
para el mediodía?  
2.° Una persona que nació el 14 de Mayo de 1868 á  
las 4 horas y 20 minutos de la mañana: se desea saber  
cuántos clias tenía el 2 de Febrero de 1871 á las dos de  
la tarde. 
 
3.° Un individuo percibe por varios conceptos 756 du-
ros 13 reales y 17 maravedises, gasta de esto al año 384  
duros 9 reales: ¿cuántas pesetas ahorra durante el año?  
214. Escomo. Todo lo que dejamos consignado (97  
al 102) respecto de lá adición y sustracción de los números  
enteros, es igualmente aplicable á los números fraccionarios;  
una vez que, depende todo lo que allí digimos de la natu-
raleza de las operaciones, y no de los números con las  
cuales se ejecuten.  
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LECCIÓN 23.' 
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215. La definición de esta operación consignada (47) 
es aplicable á los números fraccionarios, y nos dice que si 
el multiplicador está formado de varias unidades, el produc-
to estará formado de varias veces el multiplicando; y si el 
multiplicador está formado de varias partes alícuotas de la 
unidad, el producto estará formado del mismo número de 
partes alícuotas del multiplicando: de donde, si el multipli-
cador es menor, igual ó mayor que la unidad, el producto 
será menor, igual ó mayor que el multiplicando. Los signos 
como todo lo que allí dejamos establecido es igualmente 
aplicable en este lugar. 
Aunque el procedimiento de la multiplicación de que-
brados es único, nos conviene para facilitar su exposición 
considerar cuatro casos: I.° multiplicar números decimales; 
2. ° multiplicar un quebrado ó un mixto por un entero; 3.° 
multiplicar un entero, un quebrado ó un mixto por un que-
brado; 4.° multiplicar un entero, un quebrado ó un mixto 
por un mixto. 
216. Para resolver el primer caso, teniendo en cuenta 
las consideraciones expuestas (196), se seguirá la misma 
regla que para los números enteros, separando en el pro-
ducto tantas cifras decimales como tengan ambos factores 
(104); de aquí la regla siguiente. 
217. REGLA PARA MULTIPLICAR NÚMEROS DECIMALES. 
Se multiplican como enteros, separando en el producto tan-
tas cifras decimales como tengan ambos factores. Así si que-
remos multiplicar 75'46 por 8'o7, dispondremos la opera-
ción en la forma siguiente 
'7 
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75'46 lo que nos dice que 75 46 X 8`o7=608`9622 
8'07 habiendo separado cuatro cifras decimales del 
5 2822 producto, porque al no considerar la coma en 
603 68 
 1 los factores se les había multiplicado por 100 
608'9622 (I 88) y por tanto al producto por 10000 (I 04). 
El segundo caso, como el multiplicador es entero 
habrá que tomar al multiplicando quebrado ó mixto, tantas 
veces por sumando como unidades tenga el multiplicador 
(47), de donde se deducen las siguientes reglas. 
218. REGLA PARA MULTIPLICAR UN QUEBRADO POR UN 
ENTERO. Se multiplica el numerador por el entero y al pro-
ducto se pone por denominador el denominador del quebra-
do. Así si queremos multiplicar —"5  por 4, aplicando la re- 
gla tendríamos 7 X 4 =  s 4 - = 2 -6--,  una vez que 
5 	 5 	 5 	 5 	 5 	 5-4-5±5-}5 	 5x4 
	
20 
	 6 
- X 4_7 + ,- -=-- 7  = 7 _7.,2 7 
Aun cuando la multiplicación de un número mixto por 
un entero, se puede hacer por el mismo procedimiento sin 
más que reducir el mixto á quebrado, es preferible el pro-
cedimiento consignado en la siguiente 
REGLA PARA MULTIPLICAR UN NÚMERO MIXTO POR UN 
ENTERO. Se multiplica el entero por el quebrado y si del 
producto resulta algún entero se agrega al producto del mul-_ 
tiplicador por el entero del multiplicando. Así si queremos 
multiplicar 4,3- por 5 aplicaremos la regla disponiendo la 
operación en la siguiente forma 
2 1 esto es preferible á tener que reducir el mixto á 4 
	
( 	 z 
5 quebrado pues entonces tendríamos 4— X 5= 
23 3 	 X 5= 7:.23-31  - que evidentemente lleva más 
tiempo que la aplicación de la regla. 
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219. El tercer caso, como el multiplicador es quebrado, 
 
el producto se formará tomando tantas partes alícuotas 
 
del multiplicando como exprese el multiplicador; si para 
 
aclarar las ideas, suponemos que es - 2 el multiplicador, 
 
será preciso que del multiplicando, tomemos la novena par-
te 6 le dividamos por 9:-y el ,resultado lo repitamos dos ve-
ces por sumando 6 lo multipliquemos por 2; lo que nos  
dice: que jara multiplicar un número cualquiera por lun 
 
quebrado, se multiplica el número por el numerador y el 
 
producto se parte por el denominador. De aquí se deducen  
las siguientes reglas.  
220. REGLA PARA 'MULTIPLICAR UN ENTERO POR UN 
QUEBRADO. Se multiplica el entero por el numerador, _y al  
producto se le pone por' denominador el denominador del  
quebrado. Así si queremos multiplicar 4 por 7  aplicando  
la regla tendríamos 4 X —7"3--±1—x-5 =-2° = '1 27 = 2 6 . 
22 L . REGLA PARA MULTIPLICAR UN QUEBRADO POR OTRO. 
Se multiplican los numeradoris y al producto se le pone  
por denominador el producto de los denominadores. Así si 
queremos multiplicar 	 por - -6 aplicando la regla ten- 
dríamos ' ' 5' X 6 = 	 3x i1= z ( 176 2. °, 177 2.°). 
Respecto á la multiplicación"de un mixto por un que-
brado no es conveniente dejarle en la forma de mixto sino 
reducirlo á quebrado y aplicar la regla anterior. 
Así 26X11b?X1'66.  
El 4.° caso, se convierte en el anterior reduciendo  
el multiplicador á quebrado. Así 3 X 4 s= 3 X s 
_£37 12 
. , . b 	 2 	 , 2'0 	 á9 	 2 ^^ . a 	 17 .. 
— 6 ' 5 
29_ 49'3 
— 8 	 30 
^ 
4 
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De 1,o expuesto se deduce la siguiente regla para  
multiplicar números fraccionarios.  
222. REGLA PARA MULTIPLICAR NÚMEROS FRACCIONA- 
RIOS. Se multiplican los numeradores y al producto se pone  
por denominador el producto de los denominadores.  
EJERCICIOS. 
1.° 	 2.° 	 3. ° 
^..^  
	
34'726 	 a 	 x 8 = 	 4 x 	 2 = 
	
8'09 	 7 	 3 
4.° 
^ 
27 x 13 2 = 9 
6
x2 1 = 17 	 8 
20 21 = 
5.0  
3'42 x-27  
7 
—
2 X0'51 = 5 
3 x5x 3'2^  
4 3 x9= 7 	 12 _ 
11 x 15 
g 4  x 	 4= 	1 44x 
223. Cuando los números fraccionarios que queramos 
 
multiplicar correspondan á un sistema de mensuración, la 
 
regla dada no varía, si bien teniendo en cuenta lo ex-
puesto (1 o8). 
 
EJEMPLOS. 
 
Multiplicar: 1.° 7  a. por 5 varas; aplicando la regla  
tendremos a.: 2.° 2 s  a. por 7 cántaras; aplicando la  
regla tendremos-f-578 a.: 3.° 4 duros 4 reales 4 marave-
dises por 1 fanegas; aplicando la regla tendremos 3 du-
ros 8 reales 18 maravedises. 
 
DISPOSICIÓN PRACTICA. 
 
1.° 	 ^ ° ... 
47 a 	 _20a 	 6a 	 3a 6 	 13a 6 _,78a 	 8a 7^ 2 , 2
—x --- — ñ 	 5 7^ 5 x 7 33 — 2 
7 	
35– 
_ 
^,.^. 
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3.° 
44. 	 x li-= 3d. --  
4r. 	 X i1— o 	 -- 
4ro X 19=0 ' -- 
3 	 -- 
o• - - 
5 
9 
3 
S m. 
11 
3 
11 
3 
11 
(41... 4r. - - 4m.) X 
	
= 3 d. 	 8r - - 18 m.  
EJERCICIOS. 
L° 
(3v.-- 2P• - - 7P1.) 
 X 
 s = 
3 ° 
(2r, - - 
 2d. 2 3 et• ) X 4 2 _	 ( 7 m. i - VSJm. 5 - - 147em. 3 )X 2__ 
Escollo. Siempre que el multiplicador consta de unida-
des de diferentes órdenes pero de una misma especie, y la  
unidad cuyo valor es el multiplicando no es del orden ínfi-
mo, como no se puede prescindir de reducir el multiplicador  
al orden de unidades cuyo valor es el multiplicando, nos re-
sultará un número fraccionario para multiplicador que si  
como sucede en el ejemplo 3.° el multiplicando consta tam-
bién de unidades de diferentes órdenes, en cada multipli-
cación parcial, si se exceptúa la última, tenemos que apli-
car la última regla consignada (89) lo que complica la 
operación y ha hecho el que se haya tratado de dar otro 
 
procedimiento que evite la aplicación de la citada regla (89), 
 
lo que se consigue únicamente haciendo la reducción del 
 
multiplicador al orden de la unidad cuyo valor es el multi-
plicando por partes, de manera que quede descompuesto 
 
en un número entero de unidades del orden de la unidad 
 
cuyo valor es el multiplicando y en divisores ó partes alí- 
Valor de 8o libras. . 168d• - - 4r 
Valor de 2 onzas.. . 
Valor de una onza. . 
- - 
2.4m•  
88 
--2I 3 8 
o -- 5 
O - - 2 
—1g8— 
cuotas de esa unidad, por cuya razón á este procedimiento 
 
se le llama de partes alícuotas:' para comprender este pro  
cedimiento lo aclararemos con un ejemplo que resolvere-
mos por los tres procedimientos. Si quisiéramos saber  
cuánto costarían 3 arrobas 5  libras 3 onzas de un género,  
sabiendo que la libra costaba 2 duros 2 reales 2 marave-
dises; tendríamos que reducir el multiplicador á Iibras y el 
multiplicando á maravedises ó bien dejarle como está; lo 
 
que daría lugar á dos procedimientos, y por último po-
dríamos seguir el procedimiento de las partes alícuotas: las 
 
tres soluciones se disponen en la siguiente forma:  
í a 
143 0m. X 1233 _ 18'34690 m.
— 168 4 	 I 2 r' - 
	
20-1 
ms. 
16 	 16 	 S 
G) a 
 
2 J . X  1283 
 =1 00 - - 7r - - I f`  m. 
2r X  1283  -	 O - - I2 -6^-^  
^, 	 1•243 	 3 2 X 
 16 — 	 4 - - 24  8 - 
l m, ¡2J. -2
r - 2 m X 11  =168d,  - I 2 r 	 20-1 I  
3.' 
Valor de una libra. . 
	 2d. - - 2 r. - -  2m- 
3 a• _ _ 5 1. _ _ 30S. 
1684 • - - 12r. - - 20 1 M.  
3-2-f- I 
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Para encontrar la solución por este procedimiento he-
mos descompuesto 3 arrobas 5  libras 3 onzas en 8o liras 
 2 onzas y una onza, es decir en un número entero de libras 
y en divisores de la libra y por eso hemos descompuesto 
'3 onzas en 2 + I porque 3 no es divisor de 16 y 2 y I sí; 
encontrar el valor de 8o libras no ofrece dificultad (108), el 
de 2 onzas, como 2 es la octava parte de 16, tomamos la 
octava parte del valor de la libra que es 2 duros 2 reales y 
2 maravedises, diciendo 2 dividido por 8 cero, incorpora: 
dos los 2 duros á los 2 reales son 42 reales cuya octava 
parte es 5 y quedan 2 reales que incorporados á los 2 mara-. 
vedises tenemos 7o  maravedises cuya octava parte es 8_6 ., 
 
obtenido este valor el de una onza se obtiene tomando la 
mitad como lo hemos hecho. 
PROBLEMAS. 
1.° Pesando una fanega de grano 2 arrobas 23 libras 
8 onzas: ¿cuál es el peso de 2 cahices 3 fanegas 5 celemi-
nes 7 'cuartillos? 
2.° Berlín se halla á 11° de longitud oriental de París; 
Batavia á 105°, y Constantinopla á 27°: ¿qué hora será en 
cada una de estas ciudades cuando sea mediodía en París? 
3.° Costando 24 pesetas 75 céntimos el metro de ter-
ciopelo: icuántó costarán 5 decámetros 7 metros 8 cen-
tímetros? 
224. 'ESCOLIO. I.° Todas las propiedades consigna-
das para los números enteros (I 09 al 12o) son igualmente 
ciertas para los números fraccionarios; una vez que sus tér-
minos son necesariamente números enteros. 2.° Toda po-
tencia de un quebrado irreducible es también un quebrado 
irreducible (162', 4.°) 
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2 . La operación de multiplicar números fraccionarios 
 
se abrevia en los casos siguientes:  
I.° Cuando al multiplicar, un quebrado por un entero 
 ó un entero por un quebrado, el entero es múltiplo del de-
nominador del quebrado ó tiene algún factor común con él;  
en este caso, se multiplica el numerador del quebrado por  
el cociente de dividir el entero por el denominador ó bien  
por el quebrado simplificado que resulta de dividir el ente-
ro por el denominador. La abreviación consiste en que el  
resultado se encuentra desde luego simplificado.  
EJEMPLOS.  
1. ° ^ X 1 4= 1 4  X 7-=5 X 7 =5 x 2 , 
.° 	 4=1 4x 18x ^ 1a =5 x 16=$ x =8=4 ° 8 
2.° Cuando al multiplicar dos quebrados, los términos 
 
de uño de los factores son múltiplos de . los de distinto nom-
bre del otro; en este caso, el producto se encuentra—to-
mando siempre por multiplicando el factor cuyos términos  
sean múltiplos de los de distinto nombre del otro—dividien-
do, el numerador del multiplicando por el denominador del'  
multiplicador, y el denominador del multiplicando por el  
numerador del multiplicador, tomando el primer cociente 
 
por numerador del resultado y el segundo por denominador  
(176, 2.° y 177, 2.°). La abreviación consiste en que el re-
sultado se encuentra ya simplicado. 
 
EJEMPLOS.  
1.° 
34 	 5 	 34:17 
	 2 	 11 	 48_ 48 	 1ï 48:1á ,. 4 25 X 17 ;^ : 5 
 5 ^ 	 12 X r 55 55 X 
_ 	
- 12 - 55 : 11 	 5 
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ESCOLIO. Es notable el producto de un quebrado por 
el mismo invertido; pues es igual á la unidad. 
EJEMPLO. 
4 	 9 	 4x9 _ 4:4 _ 1 
9 X 4 — 9x4 9:9 — 11 
LECCIÓN 24.' 
D1vlslGn. 
226. En esta operación como en su inversa todo lo 
consignado (5o) es aplicable á los números fraccionarios, y 
de la definición se deduce que si el divisor está formado de 
varias unidades el dividendo estará formado de varias veces 
el cociente; y si el divisor está formado de varias partes 
alícuotas de la unidad, el dividendo estará formado del mis-
mo número de partes alícuotas del cociente: de donde el 
cociente será menor, igual ó mayor que el dividendo según 
que el divisor sea mayor, igual ó menor que la unidad. 
Aunque el procedimiento de la división de quebrados 
es único, nos conviene para facilitar su exposición conside-
rar cuatro casos: 1.° dividir números decimales; 2.° dividir 
un quebrado ó un mixto por un entero; 3.° dividir un ente-
ro, un quebrado ó un mixto por un quebrado; 4.° dividir 
un entero, un quebrado ó un mixto por un mixto. 
227. Para resolver el primer caso, teniendo en cuenta 
que siempre podemos hacer que el dividendo y el divisor 
tengan igual número de cifras decimales (196), se seguirá la 
misma regla que para los números enteros (129); de aquí 
la regla siguiente. 
228. REGLA PARA DIVIDIR NÚMEROS DECIMALES. Se 
igualan los términos del cociente en cifras decimales, y des-
pués se dividen como enteros, aproximando el cociente por 
i8 
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decimales. Así si queremos dividir 6o8` 9622 por 75'46, 
 
dispondremos la operación en la forma siguiente:  
608`9622 	 75'i600  lo que nos dice que  
5 282200 8 07 	 6o8`9622 : 75`4 6=8 `o7 
0 habiendo igualado en cifras decima-
les á los términos del cociente con lo cual se les ha multi-
plicado por i0000 (1 88) al hacer la abstracción de la coma  
y continuando después por decimales.  
229. El segundo caso, como el divisor es entero habrá  
que tomar del dividendo la parte alícuota que el entero ex-
prese, y esto es lo mismo (219) que multiplicar el dividen-
do por un quebrado cuyo numerador sea la unidad y el de-
nominador el divisor, de donde: para dividir un número  
cualquiera por un entero, se multiplica el número por un  
quebrado cuyo numerador sea la unidad y el denominador  
el divisor. De aquí las siguientes reglas. 
 
230. REGLA PARA DIVIDIR UN QUEBRADO POR UN ENTE- 
RO. Se multiplica el denominador por el entero y al producto  
se pone por numerador el numerador del quebrado. Así si 
queremos dividir á por 3 aplicando la regla tendremos  
4 
: 3 	 `4 	 _4 , una vez que-y.4 :3 _ 4 	 I 	 4 
a X 3 	 la 	 ^ 3 	 5- ^ -,3-=  IJ 
Aun cuando la división de un número mixto por un  
entero, se puede hacer por el mismo procedimiento sin más  
que reducir el mixto á quebrado, es preferible el procedi-
miento consignado en la siguiente regla. 
 
REGLA PARA DIVIDIR UN NÚMERO MIXTO POR UN ENTERO. 
Se divide el entero del dividendo por el divisor y el resto,  
si lo hubiese, se incorpora al quebrado del dividendo para 
 
dividir el quebrado resultante por el divisor. Así si quere-
mos dividir 23 3 por 5, aplicaremos la regla disponiendo  
la operación en la siguiente forma: 
 
T 
    
    
  
t 
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` esto, es preferible á tener que 
 
z 3-;.--) 	 5 	 I reducir el mixto á quebrado, 
 
I 	 10 i 	 10 	 3 	 pues entonces tendríamos 
 
3 3— 
	
4 —7-4 3 	 I 	 70 	 70 	 10 	 2 
2 3  .5= 3- :5= 13 =41^=4-9 -,  
que lleva más tiempo que la aplicación de la regla: aun 
 
esta ofrece más ventaja cuando la división del entero del  
dividendo es exacta.  
231. El tercer caso, como el divisor es quebrado el  
cociente se obtendrá teniendo en cuenta que el dividendo 
 
expresa tantas partes alícuotas del cociente como indica el  
divisor, y que por tanto será fácil obtener una parte alícuo-
ta del cociente con lo que se podrá obtener inmediatamente 
 
éste; si para aclarar las ideas, suponemos que es -9 el divi-
sor, el dividendo será las dos novenas partes del cociente, 
 
de modo que una novena parte del cociente se obtendrá di-
vidiendo el dividendo por 2, conocida la novena parte del 
 
cociente para encontrar el cociente bastará multiplicar la 
 
novena parte encontrada por 9, es decir, que el dividendo  
lo hemos tenido que dividir por el numerador 2 del divi-
sor y el resultado multiplicarlo por el denominador 9, pero 
esto es lo mismo que multiplicar el dividendo por el divisor 
 
invertido, luego: para dividir un número cualquiera por  
un quebrado, se multiplica el número por el quebrado in-
vertido. De aquí se deducen las siguientes reglas.  
232. REGLA PARA DIVIDIR UN ENTERO POR UN QUEBRADO.  
Se multiplica el entero por el denominador del quebrado y 
al producto 'se le pone por denominador el numerador del 
quebrado. Así si queremos dividir 4 por -7 , aplicando la  
regla tendríamos 4 . 7 = a = 5 s , una vez que 
4 • J=4X —___5  
-204- 
233. REGLA PARA DIVIDIR UN QUEBRADO POR OTRO. Se 
multiplican los términos del dividendo por los de distinto 
nombre del divisor, poniendo por denominador al primer 
producto el segundo. Así si queremos dividir s por e  , 
aplicando la regla tendríamos 9 u - 9 x s1 — 54 — 27 '44 22 
una vez que 4 : 6 _ 4 X 11 44 22 9 11 — 9 	 6 — 54 —2' 
Por lo que hace á la división de un mixto por un que-
brado, no es conveniente dejar al mixto- como está sino re-
ducirlo á quebrado y aplicar la regla anterior. Así si quere-
mos dividir 5-3 por -1T7  , tendríamos, 5 4 : 13 __ 41  : 13 28 — 10 • 
234. El cuarto caso, se convierte en el anterior redu- 
ciendo el divisor á quebrado. Así 3 : 4 5 = 3 : s — zÿ 
25 	 2 , 29 	 12 	 2 	 5 	 17 	 29 — 102 
5 . 4 6 — 5 • 6 — 145 3 5 . 4 6 — 5 • 6 - 145 • 
De lo expuesto se deduce la siguiente regla para divi-
dir números fraccionarios. 
235. REGLA PARA DIVIDIR NÚMEROS FRACCIONARIOS. 
Se multiplican los términos del dividendo por los de dis-
tinto nombre del divisor, poniendo por denominador al 
primer producto el segundo. 
1. ° 
756`4:0`35= 
2. ° 
EJERCICIOS. 
3.° 	 4.° 5.° 
7 • 8 = 4 	 ; s = 27 ; 13 9  = 3'42 	 ; 
4 3 ; 2 = 7,12 
11 	 15 
= 
6, 
17 
2 	 1 T3-
= 
 72 , 5 0 , 51 = 
6 3, 	 1 __  14 4 1 , : 5 20--= 2 	 • , 3`2' 4 • 5 3 5 
_ 
236. Cuando los números fraccionarios que queramos 
dividir correspondan á un sistema de mensuración, la re- 
6 e . 
-
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gla dada no varía, si bien teniendo en cuenta lo ex-
puesto (125).  
EJEMPLOS. 
 
Dividir. t.° 76  reales por 2 duros; reduciendo á duros  
el dividendo y aplicando la regla tendremos 	 : 2.' 
fanegas por 5  celemines, reduciendo los celemines á fane-
gas y aplicando la regla tendremos 
 84 : 3.° 35 duros por  
7  varas; aplicando la regla tendremos 17° duros: 4.°  
7 duros 7 reales 7 maravedises por 11 fanegas; aplicando  
la regla tendremos 8 duros 19 reales 3 r —2-maravedises.  
DISPOSICIÓN PRACTICA. 
 
7 6r. : 
7f. 	 4 	 7f. • 
' 
24, 
223 
5 	 f. 
12 
1.° 
_ 76 d. : 	 24 
2t) 
_ £3-1 _ 	 9 
— 25^ 3 25 ' 
76 _ 19 _ 	
_1 9, 
5d., 
40 — 10 
3. ° 
7 y. 	 175d._
2 35` 1 
80d. - - 19r. - - 9m.  
71. - - 7r. - - '7m.  
11 
801.-- 19r.-- 	 9in. 9 
8 
20 
 
11i0 
-.419 
2'72 
2t31 8d. --19r.-- 3 1 °^1 ' 
1 60 89 11 
8 2 
31 
272 
EJERCICIOS.  
1' 
(2v. - - 2P• - - 2P1• ) ; 5 T. = , 
^ .° Z. ° 	 .  
( 7 n 
	 — ^ 7  0.1 • ^ t — 	 9 't 	 9 r. 9'n. ) 
 1 • J 
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PROBLEMAS. 
I.' Un móvil recorre sobre una circunferencia un arco 
de 36° - - 36' - - 36" en una hora: z  Cuánto tiempo tardará 
en recorrer la circunferencia? 
2.° Cuánto pesará una fanega de trigo sabiendo que 5 
fanegas 9 celemines 3 cuartillos, pesan zo arrobas 12 li-
bras 8 onzas? 
3.° Sabiendo que un correo recorre por hora i 2 	 kiló- 
metros, sale después de 5 horas á su encuentro otro que 
recorre z 5 kilómetros por hora: t  Cuánto tiempo tardará 
el 2.' en encontrar al primero? 
257. ESCOLIO. 	 I.° Las propiedades consignadas 
(t 26 y 127) para los números enteros son igualmente cier-
tas para los fraccionarios; una vez que los razonamien-
tos serian los mismos con la ventaja de que los térmi-
nos de la suma y la resta son siempre divisibles por el 
divisor. 2.° El teorema (i 3!) se puede enunciar aquí con 
completa generalidad diciendo; para dividir un producto 
por un número, basta dividir uno de sus factores por dicho 
número. 3.° Así como un quebrado es una totalidad de 
partes iguales de la unidad; podemos también de un nú-
mero comensurable tomar una totalidad de partes iguales 
de él; si es entero, á la totalidad de partes iguales de un 
entero se llama quebrado de entero; si es quebrado, á la 
totalidad de un número cualquiera de partes de un que-
brado se llama, quebrado de quebrado; y si es mixto, á la 
totalidad de un número cualquiera de partes iguales de un 
mixto se llama, quebrado de mixto. A los quebrados de los 
números comensurables los podemos transformar en que-
brados propiamente dichos ó quebrados de la unidad, de 
la manera siguiente: 
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Si quisiéramos transformar los s  de 4 en quebrado,  
cuya expresión quiere decir que tenemos que dividir á 
 
4 en 6 partes iguales y tomar 5  de estas partes , claro está 
que tendríamos que dividir 4 por 6 y el cociente multipli-
carlo por 5, lo que equivale á multiplicar 4. por --- 6 
por 4; y por tanto siempre que tengamos separados un 
quebrado, de un entero, quebrado ó mixto por la partícula 
de pondremos en su lugar el signo de la multiplicación, en 
la forma siguiente: 
EJEMPLOS. 
1.° 
li de8= 1 X8—  
4 	 2 	 2 	 8 	 5 	 2 	 5 	 l 	 130 	 19 
13 dei--4-X3= 3 , 	 de4 = 8 X4 7 = = 28 
238. La operación de dividir números fraccionarios se 
 
abrevia en los casos siguientes:  
1.° Cuando al dividir un quebrado por un entero, el  
entero es divisor del numerador del quebrado ó tiene'algún  
factor común con 
 61: en este caso, se divide el numerador del  
quebrado por el entero ó por el , factor que tenga común con  
él, y el cociente se divide por el denominador del quebrado 
 ó por el denominador multiplicado por el cociente de dividir  
el entero por el factor común. La abreviación consiste en  
que el resultado se encuentra desde luego simplificado.  
EJEMPLOS.  
2 2 
6 	 6:2 	 8 
; ^ 4 
 
^ •° 
	
. 2 _ 6:2 	 3 
	
5 	 5 '  1. ° 
	
• 	 15 	 15:15 	 1 
	
3` . 	 - 7 .30—  7x2 	 14 • 
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2.° Cuando al dividir un entero por un quebrado, el  
entero es múltiplo del numerador del quebrado ó tiene algún  
factor común con él; en este caso se multiplica el denomi-
nador del quebrado por el cociente de dividir el entero por  
el numerador ó bien por el quebrado que resulte de poner  
por numerador el entero después de suprimido el factor co-
mún y por denominador el del quebrado con la supresión  
del mismo factor. La abreviación consiste en que el resul-
tado se encuentra desde luego simplificado.  
1. • 	 I 2 . 
EJEMPLOS. 
=5 X (12:6)=5 X 2-10,  
2 ° 3. o 
21 	 4 	 20 	 6 	 24 	 1 	 5 	 1 I2: = 5 X ^ _ -= 2 —7—, I2 :  = 5 X–,1-=--
- 
2 = 2 
Escollo. Es notable el cociente de dividir la unidad  
por un quebrado, que es el mismo quebrado invertido.  
3.° Cuando al dividir dos quebrados los términos del 
 
dividendo son múltiplos de los del mismo nombre del divi-
sor, ell este caso, el cociente se encuentra dividiendo los 
 
numeradores y poniendo al cociente por denominador el de 
 
los denominadores. La abreviación consiste en que se halla 
 
el resultado desde luego simplificado. 
 
EJEMPLOS. 
1 • 36 , 6 _ 36:6 
 _ 6 	 2 0 6 	 6 _ 6:6__ 1 en 77 	 11 	 77:11 
	
7' 	 14 • 	 7 	 14:7 	 2 ' 
este ejemplo vemos que si dividimos el denominador del 
 
divisor por el del dividendo nos resulta i4 = ¿ ; luego: 
 
para dividir quebrados que Tengan el mismo numerador, se 
 
divide el denominador del divisor por el del dividendo. 
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3 .o 43 	 15   43:18
_ 3 en este ejemplo vemos que 47 • 47 	 47:47 	 1 ' 
si dividimos el numerador del dividendo por el del divisor 
nos resulta 15 =i ; luego: para dividir quebrados que 
tengan el mismo denominador, .Fe divide el numerador del 
dividendo por el del divisor. 
CAPITULO II. 
Propiedades elementales. 
LECCIÓN 25.' 
Igualdados fraccionarlas. 
239. Ya sabemos (185) que dos quebrados son igua-
les cuando resulta el uno de sumar ó restar, á los dos 
términos del otro, números tales que, el que se sume ó se 
reste al numerador partido por el que se sume ó se reste 
al denominador, dé lugar á un quebrado igual á cualquiera 
de ellos, mas nos conviene demostrar que cuando uno de 
ellos es irreducible el otro tiene sus términos equimúltiplos 
de los del primero: en efecto, sea el quebrado 6 que es 
igual al irreducible —5-2  , si para compararlos los reducimos 
á un común denominador aplicando la segunda regla (184) 
	
tendremos  s x 5 	 2 x 13 , de donde 6 x 5= 2 x 1 5 , 
	
1kx3 	 15X J 
pero 5 divide al primer miembro luego dividirá al segundo 
y como es primo con 2 (181), tendrá que dividirá 15, 
por tanto 15 = 5 >< 3, si sustituimos en la igualdad ante-
rior en lugar de 15 su igual 5 >< 3, resulta 6 >< 5 = 
2 >< 5 >< 3; y dividiendo por 5 los dos miembros de esta 
igualdad nos resulta 6 = 2 x 3, lo que nos dice que por 
el mismo números que hay que multiplicar á 5 para obte- 
19 
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ner 15, hay que multiplicará 2 para obtener 6, que es lo 
que nos proponíamos demostrar. Ahora bien si tenemos 
dos fracciones iguales, cuando una de ellas es irreducible 
la otra tiene sus términos equimúltiplos de los de la irre-
ducible, y si ninguna es irreducible, tienen que tener sus 
términos del mismo nombre algún factor común, puesto 
que simplificadas han de dar lugar á la misma fracción 
irreducible; lo que hace, que si para compararlas tuviése-
mos que reducirlas á un común denominador, aplicando la 
primera regla (184), no nos resultarían, como en el ejemplo 
propuesto, en los numeradores los cuatro términos de las 
dos fracciones iguales, y como cada producto se compone 
de los términos de distinto nombre de las dos fracciones 
iguales y además son iguales esos productos, nos conviene 
aquí aplicar con preferencia á ninguna otra regla,—para 
reducirlos á un común denominador,—la segunda (184); 
pues de la igualdad de los productos de los términos de 
distinto nombre de dos fracciones iguales, se deducen pro-
piedades importantísimas de que nos vamos á ocupar. 
240. IGUALDAD FRACCIONARIA. ES la reunión de dos 
fracciones iguales por medio del signo igual. Así z  =_--6- 3 , 
.7 	 la 	 • 
es una igualdad fraccionaria. Toda igualdad fraccionaria 
tiene cuatro términos, dos numeradores y dos denomina-
dores, los términos de distinto nombre de las dos fraccio-
nes se llaman Términos opuestos. 
241. Hemos visto (239) que los productos de los tér-
minos opuestos de una igualdad fraccionaria son iguales: 
de aquí se deduce que en toda igualdad fraccionaria: 1.° 
Cuando son iguales dos términos opuestos, el cuadrado de 
uno de estos es igual al producto de los otros dos; 2.° 
Que un término cualquiera es igual al coente de dividir 
—2I I— 
por su opuesto el producto de los otros dos; 3.° Cuando 
 
son iguales dos términos opuestos, uno de estos será la 
 
raiz cuadrada del producto de los otros dos; 4.° Cuando 
 
son iguales dos términos opuestos, el cuadrado de uno de 
 
ellos dividido por uno de los desiguales, es igual al opuesto 
 
de este.  
EJEMPLOS. 
 
. 1. ° ^ = ^ , 2 X 15-5x6 , 2—  5x6 
 , 
15 
 
15 
5X6 _ 2x15 	 2x15 
2 	 5 	 6 	 ' 6= 3 •  
2. ° 2 - 6 , 2 X I 8 - 62 - 	 63 
1/2x18 , 6 =  2x18 
, 18=z , 6  
6 
242. Cuando dos productos son iguales, dan lugar a 
 
una igualdad fraccionaria, cuyos términos opuestos son los 
 
factores de cada producto. En efecto, de la igualdad 
 
2 x 15 = 5 x 6, resulta dividiendo sus dos miembros  
por el producto de un factor de uno de ellos y otro del 
 
otro, las igualdades fraccionarias siguientes: 1.a dividiendo 
 
la. igualdad propuesta por 5 x 15, tendremos las igual- 
dades fraccionarias siguientes: 2 x 15  
	
 
5x15  
 , que supri 5x15 
miendo los factores comunes 15 en el primer miembro y 
 
5 en el 2.° nos dá la igualdad fraccionaria z 	 á  
5 	 15 ' 
2.' dividiendo la igualdad propuesta por 5 x 2 tendre-
mos z  x 15 	
5 x 6  , 
 que suprimiendo los factores co rn u_  5x 2 — 5x2  
nes 2 en el 1.er miembro y 5  en el 2.°, nos clá la igualdad  
fraccionaria 
	
z ; 3 . a  dividiendo la igualdad propuesta  
por 6 x 2, tendremos z " 15  = x6 , que suprimiendo 6 x •2 	 6x2 
los factores cgnunes 2 en el primer miembro y 6 en 
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el 2.°, nos dá la igualdad fraccionaria -1:t=1-;  y 4. 2  divi- 
diendo la igualdad propuesta por 6 x 15,  tendremos 
2 x 15  _  5 x 6 
 , que suprimiendo los factores comunes 
 15 
6x15 	 6x15 
en el 1.er  miembro y 6 en el 2. 0 , nos dá la igualdad frac-
cionaria s - 15 • igualdades fraccionarias que todas ellas 
cumplen con la tesis del teorema. 
C ROLARIOS. I. ° Como en una igualdad se puede to-
mar el primer miembro por 2.° y este por primero, con los 
cuatro factores de dos productos iguales se pueden escri-
bir 8 igualdades fraccionarias; una vez que de la igualdad 
2 X 15 = 5 x 6, resultan, 5 =15 ' 15 `  z , s — z  
de la igualdad 5 x 6 = 2 x 15, resultan , 
6 — 15 , y 
2 6 _ 15 8 	 5 ,__ 15 	 5 _ 2 
5 2 — 5 	 2 6 	 15 6 
2.° Una igualdad fraccionaria 	 no deja 	 de subsistir 
porque se alteren sus términos, con tal que sean siempre 
los mismos términos opuestos. Así que se podrá: cam-
biar el lugar de los términos opuestos, á lo que se llama, 
alternar; cambiar el lugar de los términos en cada frac-
ción, á lo que se llama, invertir; y cambiar de lugar las 
fracciones, á lo que se llama, permutar. 
Escollo. Dos teoremas se llaman recíprocos, cuando 
la hipótesis del uno es tesis del otro y viceversa, la tesis del 
uno hipótesis del otro. Así el teorema anterior, 
 cuando dos 
productos son iguales, dan lugar d una igualdad fraccio-
naria, cuyos términos opuestos son los factores de cada 
producto; es recíproco del siguiente, en toda igualdad frac-
cionaria, los productos de los términos opuestos son iguales, 
 
este se llama directo. 
Dos teoremas se llaman contrarios, cuando la hipótesis 
y tesis del uno son la negación de la hipótesis y tesis del otro. 
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Asf el teorema que se enuncie diciendo: si dos fracciones  
no son iguales, los productos de los términos opuestos no son 
 
iguales; es el contrario del 'directo anterior. 
 
Es notable que cuando un teorema y su rècfproco son 
 
verdaderos el contrario lo es también, así como cuando un 
 
teorema y su contrario son verdaderos el recíproco lo es 
 
también; pues bien claro se vé, que el contrario que hemos 
 
concluido de enunciar es cierto, sin lo cual, según el recí-
proco, la hipótesis sería falsa; y cn el supuesto de que el 
 
directo y el contrario fuesen verdaderos, el recíproco sería 
 
cierto sin lo cual, según el contrario, la hipótesis sería falsa. 
 
Por esto no se acostumbra á demostrar más que el directo 
 
y el recíproco, ó el directo y el contrario; siendo preferible 
 
el directo y el recíproco, porque exige razonamientos más 
 
sencillos y cuando, como en Geometría, hay que construir 
 
figura el recíproco no necesita nueva construcción y el con-
trario sí. No hemos demostrado más que el directo y el recí-
proco, si quisiéramos demostrar el contrario, diríamos: sea la 
 
fracción 2  que no es igual ts  , lo que expresaríamos en  
la forma siguiente 2+ t3 , si para comparar estas frac- 
ciones las reducimos á un común denominador tendríamos 
 
2 x 13 4.  5 x6 
 , y como los denominadores son iguales ne-5x13 -1- 5x13 
cesariamente los numeradores no lo serán y por tanto 
 
2 X 1 3 T 5 x 6. En adelante no demostraremos por las ra-
zones expuestas más que el directo y el recíproco, sobreen-
tendiéndose que el contrario, será cierto cuando ellos lo 
 
sean. 
243. En toda igualdad fraccionaria, la suma 6 diferen-
cia de los numeradores, partida por la suma 6 diferencia de 
 
los denominadores, es una fracción igual á cualquiera de las 
 
propuestas. Sea la igualdad fraccionaria - ^ , ya sabq- 
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mos (I 85) que las fracciones 28 + 6  — 4020 y  z4-62 = 16 , son 
iguales á las propuestas y por tanto pueden reemplazar en 
la igualdad fraccionaria á cualquiera de ellas; de donde se 
deducen las siguientes importantes consecuencias. 
COROLARIOS. I. ° En toda igualdad fraccionaria, la 
suma ó diferencia de los numeradores partida por la suma 
ó diferencia de los denominadores, forma igualdad fraccio-
naria con cualquiera de las fracciones de la propuesta; una 
vez que, de la igualdad fraccionaria 
zi  se deducen 
según el teorema las siguientes 14+ 6 	 14 14 + 6 	 6 23+12 	 28 28+12 
	 12 ' 
14-6 - 14 	 14-6 	 6 
38-12 	 28 y 23-12 =1 12 . 
2. ° En toda igualdad fracionaria, la suma ó diferencia 
de los numeradores partida por un numerador, forma igual-
dad fraccionaria con la suma ó diferencia de los denomina-
dores partida por el denominador correspondiente; una vez 
que, de la igualdad fraccionaria zs +126 
 — z3 ' alternando 
el denominador de la primera fracción con el numerador 
de la segunda, resulta 14 + 6 _ 24+ 12 
 ' 
así como de la i uál 14 	 28 	 g 
dad fraccionaria 14  + 6 	 6 	 resulta 14 + 6 	 24 + 12 
	
43+1212' 
	 6 	 12 ' y 
de la misma manera de las igualdades fraccionarias 14- z-14 
 y  	 resultan 	 y 
14-6 
	 23-12 
	 14-6 
	 23-12 
	
28141i=62_,
14 — 23 
	 6 — 12 • 
3.° En toda igualdad fraccionaria, la suma de los nume-
radores partida por la suma de los denominadores, forma 
igualdad fraccionaria con la diferencia de los numeradores 
partida por la diferencia de los denominadores; una vez que 
de la igualdad fraccionaria 4814-=-16i , se deducen, según el 
teorema las siguientes  14+6 _ 14 	 14-6 	 14 de donde 23 + 12= 28 y 28-12— 28 ' 
según el axioma «dos cosas iguales á una tercera son igua- 
les entre sí» tenemos 14 + 6 	 14-6  28 + 12— 24-12. 
o 01)„,4410 sro_ 
4.° En toda igualdad fraccionaria, la suma de los nu-
meradores partida por su diferencia, forma igualdad fraccio-
naria con la suma de los denominadores partida por su dife-
rencia; una vez que, según el corolario anterior de la igual- 
dad fraccionaria 4 	 s se deduce la siguiente 14 +6 -41-s 72-8=-172-, 
	
)8+12-28-1•l  
de donde alternando el denominador de la primera fracción 
con el numerador de la segunda, resulta,  14 + s _ 28 + 12  14 - 6 
	
28 -12 
5.° En toda igualdad fraccionaria, la suma ó diferencia 
de los dos términos de la primera fracción partida por la sum 
ó diferencia de los dos términos de la segunda fracción form 
igualdad fraccionaria con el numerador de la primera fra 
ción partido por el numerador de la segunda, así como co 
el denominador de la primera fracción partido por el de 1 
segunda; una vez que de la igualdad fraccionaria-2-8-14
- 1  , 
alternando el denominador de la primera fracción con el 
numerador de la segunda se tiene s — —28 , y aplicando á 
ésta el corolario segundo, tenemos 14+28 	 6+12  ' 14+ 28 14 	 _ 6 	 28 
_ 6 + 12 28-14 12-6 
	
28-14 12-6 
12 	 ' 14 — 6 
	 y 	 28 — 12 
14. Cuando dos igualdades fraccionarias tienen los 
numeradores ó los denominadores iguales, los términos de 
distinto nombre forman una igualdad fraccionaria. En 
efecto sean las igualdades fraccionarias 1 4 — 6 y 14  6 28 12 	 21 	 9 
alternando, en cada una de ellas, el denominador de la 
primera fracción con el numerador de la segunda tendremos 
14 	 28 	 14 	 21 
s — 12 y s — 9 y por tanto como dos cosas iguales á 
una tercera son iguales entre sf, tenemos 2 21 : si inverti- 
mos las fracciones en las igualdades fraccionarias propues_ 
28 	 21 	 9 tas, tendremos = s y 14 = s , igualdades fraccionarias 
-216— 
que tienen iguales denominadores, y en las que alternando 
28 	 14 	 21 	 14 
como en las anteriores nos resultan 12 = y _ , de 
donde —28 -- v1 conforme al teorema. 
935. Cuando dos igualdades fraccionarias, tienen dos 
términos opuestos iguales, los términos opuestos desigua-
les forman igualdad fraccionaria pero invertida. En efecto, 
	
14 	 6 	 14 	 3 
sean las igualdades fraccionar ias 	
= 12 y 56 = , como 
los productos de los términos opuestos son iguales, te-
nemos 
14x12=3x23 6x 28 —  _ 3 x 56 y por tanto 6 14x12=3x 
	
_72-6 . 56  
2 16. Cuando dos igualdades fraccionarias se multiplican 
ó se dividen, término á término, resulta una igualdad frac-
cionaria. En efecto, sean las igualdades fraccionarias 
14 	 6 \ multiplicándolas y dividiéndolas miembro á miem- 
28 	 12 bro se obtiene evidentemente 
20 
	 10 ( 14x20 
= 
6x10 	 14:20 
— 
6:10 
30 	 15 ) 28x 30 	 12 x 15 ' y 28:30 	 12:15 ' Puesto que 
si con cantidades iguales se hacen operaciones iguales los 
resultados son iguales. 
COROLARIOS. t.° Siempre que cuatro números formen 
igualdad fraccionaria, la forman también las potencias del 
mismo grado de dichos números; una vez que si en el teo-
rema anterior las dos igualdades fraccionarias fuesen una 
misma el teorema se verificaría lo mismo, y el razonamien-
to no variaría por lo que respecta á la multiplicación si en 
lugar de ser dos fuesen varias. 
2.° Siempre que cuatro números formen igualdad frac-
cionaria, la forman también las raices del mismo grado de 
dichos números; una vez que esta consecuencia es la inver-
sa de la anterior y por tanto se tiene, que verificar con pre-
cisión. 
T 
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Escoi,io. Hay que hacer notar que una igualdad frac-
cionaria subsiste, multiplicando ó dividiendo los términos 
 
del mismo nombre por un mismo número, si bien las 
 
fracciones son el producto ó el cociente de las primeras 
 
por el número que se multiplica ó se divide cuando son 
 
los numeradores, y al contrario, cuanto son los denomina-
dores: así como si se multiplica un término por el mismo 
 
número que su opuesto se divide, subsiste la igualdad 
 
fraccionaria, si bien las fracciones son el producto ó el co-
ciente del número por quién se multiplique ó se divida á 
 
los términos de la primera fracción.  
EJEMPLOS. 
1' ^ 
3 	 15 	 3x6 15x6 
1. 
3 	 15 
' 
3:3 
4 — 20 ' 	 4 - 20 4 x7 — 20 x 7 4 - 
15 : 3 3 	 15 
20 ' 4 :2 - 20:2 
3 	 3x5 _15 15 3 15:5 3:3 
2° ' 4 - 20 ' 	 4 - 20:5 ' 4x5 - 20 ' 4 — 
15 3 	 15 x2 
20x3 ' 4:2 - 20 	 • 
LECCIÓN 26.'  
Reglas=do tres y conjunto.  
2,47. Los términos de las igualdades fraccionarias que  
hemos considerado en la lección anterior, pertenecían á un  
sistema de numeración, si perteneciesen á un sistema de  
mensuración las propiedades domostradas subsisten, si bien,  
teniendo en cuenta que siendo una fracción el cociente de  
dividir el numerador por el denominador es preciso tener  
en cuenta (i 25) que los términos de cada fracción pueden  
ser homogéneos ó hetereogéneos , pero siendo siempre  
iguales ó de la misma especie los cocientes; lo que hace  
20 
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sean homogéneos siempre ó los términos de cada fracción ó 
bien los términos del mismo nombre no resolviendo en cada 
caso problemas distintos como hemos visto en los párrafos 
(I 25 y 236) y para cuya resolución nos conviene anteponer 
algunas definiciones indispensables por lo mismo que hemos 
tenido ocasión de decir (15); una vez que las Matemáticas 
en sus aplicaciones se extienden á todas las demás ramas 
del saber humano. 
248. CANTIDADES CORRESPONDIENTES. Son cantida- 
des tales, que toda variación de una de ellas lleva consigo 
una variación de las otras. Como el jornal de un obrero y 
las horas que trabaja; el valor de una mercancía y su cali-
dad, cantidad, etc. 
CANTIDADES EQUIVALENTES. Son cantidades de igual 
valor en una misma especie. Como 3o varas de tela de 
2 pesetas equivalen á .6o litros de vino de peseta y á 4o li-
bras de pasas de 6 reales; 120 botellas de á litro equivalen 
á 3 toneles de 4o litros etc. El número de unidades de una 
especie que es igual á otro número de unidades de distinta 
especie, se llama su valor en esa especie. Cuando un nú-
mero de unidades de dinero es igual á una unidad de otra 
especie cualquiera, á ese número de unidades se llama pre-
cio de la unidad ó de la cantidad á que esa unidad perte-
nezca; pues ya sabemos (85) que las unidades de dinero 
sirven para cambiarse por todas las demás. 
CANTIDADES PROPORCIONALES. Son dos cantidades co- 
rrespondientes tales, que con dos valores de una de ellas y 
sus correspondientes de la otra se puede formar una igual-
dad fraccionaria. 
Para reconocer que dos cantidades correspondientes 
son proporcionales nos servimos del principio de proporcio-
nalidad, que admitimos sin demostración; pues la propor- 
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cionalidad ó es evidente ó convenida ó demostrable, y 
cuando sucede esto último la demostración pocas veces co-
rresponde á la Aritmética. 
219. PRINCIPIO DE PROPORCIONALIDAD. Dos cantiaades 
son proporcionales cuando duplicando un valor de una de 
ellas el correspondiente de la otra queda duplicado ó divi-
dido por dos. En el primer caso, se dice que son directa-
mente proporcionales ó simplemente proporcionales; y en el 
segundo, se dice que son inversamente proporcionales. Tam-
bién se acostumbra á decir que en el primer caso están en 
razón directa, y en el segundo en razón inversa. 
250. REGLA DE TRES. Es el procedimiento mediante el 
cual encontramos el valor de varias unidades, conociendo el 
de otras varias de la misma especie, con tal que las canti-
dades obedezcan al principio de proporcionalidad. Se divide 
en simple y compuesta, según que sean dos las cantidades 
correspondientes ó que sean más. 
Para que un problema sea de regla de tres simple es 
preciso que se nos den dos cantidades correspondientes, y 
que duplicando el valor de una de ellas su correspondiente 
quede duplicada ó dividida por dos: cuando sucede lo pri-
mero la regla de tres simple se llama directa,. y cuando lo 
segundo inversa. Si es directa, doble número de unidades 
tendrán doble valor, y por consiguiente si determinamos el 
valor de una unidad, lo que conseguiríamos (I 25 y 236) di-
vidiendo el valor dado por el número de unidades á que 
corresponde, nos bastaría después multiplicar este valor por 
el número de unidades cuyo valor se busca: por tanto, para 
resolver el problema tendríamos que multiplicar el valor dado 
por un quebrado cuyo numerador sea el número de unida-
des cuyo valor se busca y el denominador el número de 
unidades cuyo valor se conoce; pero esto equivale á consi- 
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derar el valor de las unidades que vamos á encontrar como 
un término de una igualdad fraccionaria, en que los restan-
tes términos fuesen los datos del problema y su opuesto el 
número de unidades cuyo valor se conoce. Si es inversa, 
doble número de unidades tendrán mitad de valor, y por 
consiguiente si determinamos el valor de una unidad, lo 
que conseguiremos evidentemente multiplicando el valor 
dado por el número de unidades á que corresponde, nos 
bastaría después dividir este valor por el número de unida-
des cuyo valor se busca: por tanto, para resolver el proble-
ma tendríamos que multiplicar el valor dado por un que-
brado cuyo denominador sea el número de unidades cuyo 
valor se conoce y el denominador el número cíe unidades 
cuyo valor se busca; pero esto equivale á considerar el va-
lor de las unidades que vamos á encontrar corno un térmi-
no de una igualdad fraccionaria, en que los restantes tér-
minos fuesen los datos del problema y su opuesto el número 
de unidades cuyo valor se busca. Así si queremos resolver 
los siguientes problemas: 
1 .° ¿Cuánto costarán 18 varas de una tela habiendo cos-
tado 6 varas de la misma 145 reales? 
2.° ¿Cuántos dias necesitarán 12 obreros para hacer 
una obra, habiendo empleado 8 dias en hacerla 9 obreros? 
En el primero vemos, que se nos dan dos cantidades 
correspondientes, que son las varas y su valor en dinero, y 
como doble número de varas costará doble número de rea- 
les, será un problema de regla de tres simple directa; que 
para resolverle podríamos encontrar el valor de una vara que 
sería iú5 
 reales y multiplicar este valor por 18 que nos daría 
1456 18=145 X 6 , á bien, considerando el valor de las 18 
varas que vamos á encontrar como el término opuesto de 6 
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varas en la igualdad fraccionaria en que los otros términos  
sean 145 reales y 18 varas, tendríamos para su valor 
 
145x 18_ 1 45 X s , ejecutando las operaciones, por cual-
quiera de los dos procedimientos, nos dan para valor de 
 
las 18 varas 435  reales: de modo que la igualdad fraccio  435r. 	 18 v. 
naria sería la siguiente 145  r. 	 =  18  v. , pero como nosotros  
nunca operamos con las cantidades mismas sino con sus  
valores determinados por números, alternando dos térmi-
nos opuestos la igualdad fraccionaria anterior tenemos 
 
435 r. 145r. 
 lo que nos confirma lo expuesto (247) es 18 v. 	 6 v. , 
 
decir que los términos del cociente pueden ser homogéneos 
 ó hetereogéneos, y que sean lo uno ó lo otro resuelven el
 
mismo problema.  
En el segundo vemos, que se nos dan también dos 
 
cantidades correspodientes que son, los dias y los obreros, 
 
y como para hacer la misma obra en doble número de dias 
 
se necesitarían mitad número de obreros, será un problema 
 
de regla de tres simple inversa: que para resolverle po-
dríamos encotitrar los dias que tardaría un obrero que 
 
serían 8 X 9 y dividir este valor por 12 lo que nos daría 
 
a12 fl 
 = 8 X 2 , ó bien considerar el número de dias que 
 
tardarían los 12 obreros, como el término opuesto de los 12 
obreros, en la igualdad fraccionaria en que los otros térmi-
nos sean 8 dias y 9 obreros, siendo por tanto su valor 
 
812y 
 — 8 X , ejecutando las operaciones, por cualquiera 
 
de los dos procedimientos, nos dan para el número de dias  
que necesitarían 12 obreros 6 dias: de modo que la igual- 
dad fraccionaria sería la siguiente s^i.- 1 a 	 o_ , que alter- 
nando dos términos opuestos tenemos 6 ^ ' 	 =  8d ' como era  90. 	 Igo 
el problema anterior.  
r 
i 
• 
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De lo expuesto se deduce la siguiente regla.  
251. REGLA DE TRES SIMPLE. Cuando se nos dan  
dos cantidades correspondientes, para hallar el valor de  
varias unidades conociendo el de otras de la misma especie,  
se multiplica el valor dado, por la razón directa del nú-
mero de unidades si están las cantidades en razón directa,  
ó por la razón inversa, si están en razón inversa.  
EJEMPLOS.  
I.° ¿Cuánto costarían 7 arrobas 5 libras y 6 onzas de  
un género, sabiendo que 2 quintales 3  arrobas y 3 libras  
han costado 20 duros 12 reales 8 maravedises?  
Unidades de peso. 	 Unidades de dinero.  
7a._ 51. _ 60.= 
8(1.-_ 3a. -_ 31. — 201 -- I 2r.-- 8m• 
poniendo unas debajo de otras las cantidades homogé-
neas, y enfrente las correspondientes; pues de esta suerte 
se aplica con ' facilidad el principio de proporcionalidad y 
por consiguiente la regla. Eh este problema como doble 
número de unidades de peso costarán doble número de 
unidades de dinero, las cantidades están en razón directa; 
o tendremos 	 20'1 • - - 1 2r. - - 8m 	 '' 1 	 ^^ 	  -  Go. lueg  	 ) X 3,1 - - 3A• - - 31. 	 Y 
como los términos del quebrado aunque homogéneos no 
 
están reducidos á unidades del mismo orden, necesitamos 
 
préviamente reducirlas, pudiendo dejar los duros, reales y 
 
maravedises como están, por tanto tendremos. 
 
(20d•- - 1 2r• - - 8m•) X 26:84:  , que efectuando las operaciones 
 
resulta para valor de 7 arrobas 5 libras .y 6 onzas 9 duros, 
 
16 reales y 24 21f maravedises.  
Para aplicar la regla,  
se dispone prácticamente 
 
como se vé al margen,  
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2." ¿Cuántos metros de alfombra de 76 centímetros 
de ancho se necesitarán para alfombrar una habitación, 
que se ha 
de ancho? 
Para aplicar la regla, dispondremos 
	
Ancho. 	 Metros. 
los datos como en el problema an- 76"11. 
terior, y como teniendo la alfombra 9ocm. = 6om. 
doble ancho se necesitarán mitad número de metros, las 
cantidades están en razón inversa; luego tendremos 
90cm. 	 1 
6om• X 	
76cn 	 71 19 metros. 
Para que un problema sea de regla de tres com-
puesto es preciso que se nos den tres ó más cantidades co-
rrespondientes, y que comparando la cantidad cuyo valor 
se busca con cada una de las demás, obedezcan al principio 
de proporcionalidad; de donde resolviendo tantas reglas 
de tres simple como cantidades se nos den menos una, 
tendremos en todos los casos resuelto el problema. Así si 
queremos resolver el siguiente problema 
¿ Cuántos dias necesitarán para hacer 15 varas de una 
obra, 20 obreros, sabiendo que han necesitado 8 dias para 
hacer 18 varas de la misma obra i 2 obreros? 
En este problema se nos dan tres cantidades corres-
pondientes que son, los dias, las varas y los obreros, ade-
más comparando los dias con las varas se vé que son di-
rectamente proporcionales, y comparando los dias con los 
obreros se vé que son inversamente proporcionales; por 
tanto el problema es de regla de tres compuesta y para 
resolverle, tendremos primero solo en cuenta los dias y las 
varas, suponiendo los mismos los obreros, y aplicando la 
regla de tres simple tendríamos que el número de dias 
sería 8 X i , pero si siendo estos los dias no tenemos en 
alfombrado con 6o metros de 90 centímetros 
• 
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cuenta ya las varas y sí los obreros, aplicando la regla 
la 	 12 	
q de tres simple tendremos 8 	 días ue son X 1g  X 20 = 4  
los que tardarán para hacer 15 varas 20 obreros. De aquí 
la siguiente regla. 
252. REGLA DE TRES COMPUESTA. Cuando se nos den 
tres ó más cantidades correspondientes, para hallar el va-
lor de varias unidades conocido el de otras varias de la 
misma especie, se multiplica el valor dado por las razones 
directas del número de unidades, de las cantidades que es-
tén con ella en razón directa, y por las razones inversas 
del número de unidades, de las cantidades que estén con 
ella en razón inversa. 
EJEMPLOS. 
I.° ¿Cuánto gastará el director de un colegio en 30 
dias para mantener á 90 alumnos, sabiendo que ha gas-
tado woo pesetas para mantener 5o alumnos durante 
dias? 
Para aplicar la regla, dispon- 
dremos los datos como en los 	 3 0 	 90 
problemas de regla de tres sim- 
	 15 	 5o 	 1000 
ple como se vé al margen, y como 
las pesetas con los alumnos y los dias están en razón di- 
recta, tendremos r000 X 5  X = 3600 pesetas. 
2.0 2 Cuántos hombres deben hacerse salir de una plaza 
fuerte próxima á sufrir un sitio que pueda durar 3 meses, 
no teniendo víveres más que para 5o dias los I0000 hom- 
bres que hay en ella y debiendo disminuir la ración 9  ? 
Como los hombres con los dias y raciones están en 
razón inversa tendríamos 
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Dias. 	 Raciones. 	 Hombres. 
8 
90 
 9 10000 X 8 X 9= 6 2 5 0 hombres.  
50 
3.° ;Cuántos dias necesitarán 33 obreros trabajando 
 I o horas al día para hacer una pared que tenga 4m. de  
altura, 210 de longitud y o' 75 de espesor; sabiendo que  
25 obreros trabajando II horas al día en 18 dias, han he-
cho una pared que tiene 3m.  de altura, 125 de longitud  
y o'50 de espesor?  
Obre- N o- ADu- Lar- Hsi), Dia,. 
ros. 	 rasa ea. go. 	 see. 
25 11 	 4 	 210 0.75 	 2 
33 10 4 210 0'75 	 1 8 
 X 33 X  10 X 3  X i x 0 `50 =5 o 5 Ulá3. 
25 11 3 125 0 .59 18  
253. REGLA CONJUNTA, es el procedimiento mediante el  
cual encontramos la equivalencia entre dos cantidades, de  
la misma ó diferente especie, por medio de equivalencias  
conocidas entre otras cantidades que liguen cí las prime-
ras. Así si queremos encontrar en pesetas el valor de  
25 kg. de arroz, sabiendo que 10 arrobas costaron 25o  
pesetas y que 46 kg. equivalen á 4 arrobas. 
 
Como las cantidades equivalentes son directamente  
proporcionales es un problema de regla de tres compuesta  
que resolveríamos como tal en la forma siguiente:  
Kil6gramos. 
	 Arrobas. Pesetas. 1 
 
9 
	
1000 
^ 5 	 4 	 250X2 X 4 — 54`34 pesetas. 46 10 — 
46 	 lO 	 250 1 
Aun cuando todos los problemas de regla conjunta se  
podrían resolver por medio de la regla de tres, es más  
cómodo el procedimiento que ha dado nombre á la regla  
que se funda en el teorema siguiente.  
21 
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f54. Si tenemos varias equivalencias de manera que 
 
el primer miembro de cada una sea de la misma especie  
que el segundo de la anterior, y se multiplican miembro á  
miembro, resulte otra equivalencia en que el primer miem-
bro es de la especie del primero de la primera equivalencia  
y el segundo miembro de la especie del segundo de la últi-
ma equivalencia.  
En efecto sean dos las equivalencias 6 metros=io pe-
setas y 8 pesetas=5 litros si multiplicamos los dos miem-
bros de la primera por 8 y los de la segunda por 10 ten-
dremos 6 x 8 metros = i o x 8 pesetas y 8x io pesetas= 
5 x I o litros, de donde como dos cosas iguales á una terce-
ra son iguales entre sí, resulta 6 x 8 metros = 5 x 10 litros 
conforme al teorema; la disposición práctica es como sigue 
6 m•—IO P. 16 x 8 m•=lox 8P. 
8 P•= 51. 18XIoP•= 5XIo•1 • 6X8m=5XI01  
8 P- 5 1. - 	 mos de ver 6x8 m• = 5 x i 0 1 . , y de esta y la ter- • 
teorema, es decir, que el teorema es cierto cualquiera que  
sea el número de equivalencias. 
 
Como este teorema es independiente del órden sucesi-
vo de las equivalencias, con tal que el primer miembro de  
cada una sf.a de la misma especie que el segundo de la an-
terior, si las disponemos de tal manera que sean de la mis-
ma especie el primer miembro de la primera y el segundo  
de la última, la equivalencia que resulta de la aplicación del  
teorema es una verdadera igualdad, que nos permite resol-
ver el problema propuesto (253) en la forma siguiente.  
Si son más de dos las equivalencias, como por ejemplo 
6 — I o P• \, de las dos primeras se deduce según conclui- 
4 1. —  7kg 
cera por la misma razón 6 x 8 x 4m•=5 x I ox 7 kg.  
y de esta y la cuarta por último tenemos  
3 	 9v. 
	 ^ 	 ^ 	 f 	 al 
kg•=  v.
3 •=IoxSx7x9 • con orme  
r11111 -- 
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Las pesetas que vamos á encontrar  
2 	 46 x 10 por las pesetas que buscamos 
461'0'=--- 4 a. = 25 x 4 x 2 5 oP• , de donde el número de  
I 0 a• = 250p• pesetas = 	 2J46x10^ -54`34 
De lo expuesto se deduce la regla siguiente más fácil  
y rápida que la de tres.  
255. REGLA CONJUNTA. Para encontrar la equivalencia  
entre dos cantidades, de la misma ó diferente especie, por  
medio de equivalencias conocidas entre otras cantidades que  
liguen á las primeras, se escriben principiando por la  
cantidad cuya equivalencia desconozcamos—tantas equivalen-
cias como especies de cantidades comprenda, de modo que el 
primer miembro de cada una sea de la misma especie que  
el segundo de la anterior y que el segundo miembro de la  
última sea también de la misma especie que vamos á encon-
trar; hecho esto, esta cantidad será igual al producto de los  
segundos miembros dividido por el producto de los prime-
ros miembros. 
 
EJEMPLOS.  
1.° Cuántos duros tendrían 347 libras esterlinas, sa-
biendo que una libra esterlina equivale á 25 francos, 5 fran-
cos á 19 reales, y 20 reales á un duro? Aplicando la regla  
tendremos  
Los duros que vamos á encontrar  
=347 libras esterlinas 
1= 25 francos 	 347 x 25x 19x 1  
5= 19 reales 	 1 x 5 x 20 —1648 d._ - 5 r. 
 
20= 1 duro 
2.° ¿Cuántos pies españoles valdrá la toesa francesa, 
 
sabiendo que 76 metros equivalen á 39 toesas, woo piés 
ingleses á 305 metros, y  I I piés ingleses á 12 españoles?  
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Aplicando la regla tendremos 
Los piés españoles que vamos á encontrar 
= 	 I toesa francesa 
39= 76 metros 	 1x76x1000x112 
305=1000 piés ingleses 	 39 x 305 x 1 t —6`9 7 piés espa Toles 
I=--- 12 piés españoles' 
LECCIÓN 27.' 
Pereentajes, interós y descuento. 
256. PERCENTAJES, son todas las cuestiones en que hay 
que determinar las unidades de una cantidad que corres-
ponden á zoo de otra. 
TANTO POR CIENTO, es el número de unidades de una 
cantidad que corresponden d ciento de otra. Se representa 
por 0/0 
TANTO POR UNO, es el número de unidades de una 
cantidad que corresponden á una de otra. El tanto por uno 
se convierte en tanto por ciento multiplicándolo por ciento. 
UNO POR TANTOS, es el número de unidades de una 
cantidad que corresponden á tantas de otra. El uno por tan- 
tos se convierte en tanto por ciento dividiendo ciento por 
el tantos. Cuando decirnos que un capital produce el 6 0/0 
expresamos que á roo pesetas de capital en un tiempo de- 
terminado corresponden 6 de producto. Cuando decimos 
que una tierra produce 12 por 1 expresamos que por cada 
unidad que se siembre por ejemplo 1 hectólitro se recogen 
12, si quisiéramos expresarlo en tanto por ciento sería 
I200 O/0 
Cuando decirnos que de los habitantes de una pobla-
ción el 1 por 20 son casados, expresamos que de cada 20 
uno está casado, y si lo quisiéramos expresar en tanto por 
ciento, sería por cada I oo, 4; 6 4 o/o. 
-229— 
257. De lo expuesto se deduce, que siempre que nece-
sitemos saber cuantas unidades de una cantidad correspon-
den á un número cualquiera de otra, se puede reducir á sa-
ber cuantas unidades de una cantidad corresponden á too 
de otra, de aquí el nombre de percentajes. Entre los 
percentajes son notables los que se refieren á unidades de 
dinero que toman el nombre de interés y descuento ; según 
que la cantidad que se busque haya que aumentarla á cada 
too ó disminuirla: de donde se llama interés, de un número 
de unidades de dinero, que se acostumbra á llamar capital, 
lo que hay que aumentar á ese dinero durante un tiempo 
dado—que suele ser un año, mes, semana, día, etc.—te-
niendo en cuenta el tanto por too; y descuento lo que hay 
que disminuirle por el mismo concepto. Ahora bien, como 
doble dinero produce doble interés, y de doble dinero se 
debe descontar doble, es claro que los capitales "é intereses 
son directamente proporcionales, así como los capitales y 
descuentos; por tanto, las cuestiones de intereses y des-
cuentos son reglas de tres simples directas cuando el tiem-
po es la unidad á que se refiere el t oo, y una regla de tres 
compuesta cuando el tiempo es distinto, siendo en uno y 
otro caso bien fácil su aplicación. 
EJEMPLOS. 
I.° ,Cuánto producirá en un año el capital I2000 pe. 
setas al 4 o/o? 
En este problema como el tiempo es un año—á quien 
se refiere siempre too—es una regla de tres simple direc- 
ta, que resolvemos aplicando la regla, y ; Pesetas_ Interés. 
tendremos 48o pesetas = 1- X 4. 
	
12000= 480 
100 	 1 00= 4 
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2.° ¿Cuánto producirá en 3 años el capital 5000 duros 
al 7  o/o? 
En este problema como el tiempo es distinto de un 
año, es una regla de tres compuesta. Que Duros. Años. Interés. 
resolviéndola aplicando la regla obtendre- 5000 3 
mos 	 X 	 0 	 1— I050 7 	 pesetas. I00 I 7 
3.° ¿Cuanto producirá en 7o dias el capital i0000 rea-
les al I I o/o? 
En este problema como en el anterior el tiempo es 
distinto de un año y por tanto es una regla de tres com-
puesta, pero como el tiempo no está expresado en años—
que es la unidad á que se acostumbra á referir siempre 
I oo—es preciso reducirlo á años lo que en este caso, se 
consigue dividiendo por 365 ó bien por 36o—conside-
rando á todos los meses de 3o dias—y en los demás 
aplicando alguna de las reglas expuestas (89) por tanto 
aplicando la regla tendríamos 
10000 	 70 	 8 r. 	 10000 	 70 	 70 r. I I X 100 X = 2I3 	 , II X 100 X  365 = 210 
 73 
Reales. 
 
Anos. 	 Interés. 
I0000 '70 	 70 
360' 365 
  
I00 	 II 
4.° ¿Cuánto habría que descontar de un capital de 
8000 pesetas que teniéndolo que recibir dentro de unaño 
quisiéramos percibirlo hoy, estando el descuento al 3 o/o? 
Este problema como el primero es 
de regla de tres simple directa, que apli- 
cada tenemos 3 X - 1 0-=24o pesetas. 
Pesetas. 	 Descuento. 
8000 = 
I00 = 3 
5.° ¿Cuánto habría que descontar de una letra de 6000 
duros que vence dentro de cinco meses estando el 
descuento al 2 2 0/0? 
-231— 
Este problema como el tercero es 
de regla de tres compuesta en que hay 
	
Duros. Años. Descuento 
que reducir los meses á años, y cuyo 6000 5 
resultado es 	 12  
1 	 6000 	 5 _ 5x6000x5 	 I 00 I 
22 
2 2 X 100 X  12 — 2x100><12 —62 `5 duro. 
Escomo. - En el comercio se usan con frecuencia las 
letras de cambio y pagarés, que son documentos mercanti-
les extendidos y timbrados con arreglo á las prescripciones 
legales, por los cuales una persona ha de pagar á otra 6 á 
su orden una suma determinada á cierta fecha. La diferen-
cia entre la letra y el pagaré es que la primera tiene por 
objeto evitar la conducción material del dinero de una po-
blación á otra, mientras que el pagaré las personas que en 
él figuran suelen ser de la misma población. Estos docu-
mentos como todos los expedidos á la orden de una perso-
no son endosables, es decir, documentos cuya propiedad 
puede ser trasmitida por su tenedor á otra persona. Los 
documentos expedidos a la orden al negociarlos ó endosar-
los, según las circunstancias, puede suceder: I .° que el tene-
dor perciba la misma cantidad que se expresa en el docu-
mento, y entonces se dice que se ha negociado á la par; 
2.° que el tenedor perciba más cantidad, entonces se ha 
negociado con beneficio; y 3.° que perciba menos y entonces 
se ha negociado con daño. En el segundo y tercer caso el 
beneficio y el daño son directamente proporcionales á las 
cantidades expresadas en los documentos y se encuentran 
por una regla de tres simple directa. 
EJEMPLOS. 
I.° ¿Cuánto hay que pagar por una letra de 5000 pese-
tas al I1 o/o beneficio? 
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aplicando la regla de tres simple 
directa encontramos 
5000><  1100 
 = 5075 pesetas. 
2.° ¿Cuánto hay que pagar por 
ros al 2 o/o daño? 
Aplicando la regla de tres simple 
directa encontramos 
600 X  W — 588 duros. 
Beneficio. 	 Valer de la letra 
101'5 =_- 
l oo = 5000 
un pagaré de 600 du- 
 
 
 
Dafio. 
	
Valor del pagaré. 
 
  
     
 
98 
  
 
100 	 600 
 
      
258. Son también cuestiones de percentaje, los segu-
ros, taras, comisiones, corretajes, derechos de aduanas, fon-
dos f>úblicos, cambios y arbitrajes; el estudio completo de 
estas y otras cuestiones análogas pertenece á la Aritmética 
mercantil que es una aplicación no solo del aspecto particu-
lar de la Aritmética sino que también de su aspecto general; 
y por tanto nos ocuparemos de ellas como aplicaciones del 
aspecto general de la Aritmética. 
LECCIÓN 28.' 
So oto do fracciones iguales. 
239. SERIE DE FRACCIONES IGUALES, es la exfii'esión 
de la igualdad de tres ó mds fracciones iguales. 
COMO 128 24 20 44 21 	 14 	 42 	 33 	 77 
260. En toda serie de fracciones iguales, la suma de 
los numeradores partida por la suma de los denominadores 
nos dá una fracción igual á cualquiera de las propuestas; en 
efecto, (185) si son dos las fracciones la que resulte es 
igual á cualquiera de ellas, por tanto tomando primero las 
dos primeras y luego la que resulte y la tercera y así suce-
sivamente hasta llegar á la última, el teorema es evidente. 
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Así si tenernos la serie de fracciones iguales —3  6 	 = — 1s8 90 
de las dos primeras resulta 3 + 4 	 10 
6±8 20 
y de estas clos 3 + 4+ 10 	 9 
6+8+20 - 18 
y de estas por último  3 +4+ 10 + 9 	 8 — 10 _ — 4 _ 3 
	
6+ 	 18 8+20+18— 20 — 8 	 6 
261. Cuando la serie de fracciones iguales pertenecen 
á un sistema de mensuración, la propiedad que concluimos 
de demostrar subsiste y dá lugar á la resolución del proble-
ma de prorrateos ó repartinzie;ítos proporcionales, que tiene 
por objeto dividir una cantidad en partes proporcionales á 
otras dadas, y que se aplica comunmente al reparto de 
 con-
tribuciones, cupos de quintas, seguros mutuos y regla de 
compaiiía: cuestiones todas importantes y de las que nos 
vamos á ocupar. 
Si querernos repartir 3000 pesetas entre tres indivi-
duos en partes proporcionales á su capital, siendo el del 
primero 2, el del segundo 3 y el del tercero 5; como las 
partes sumadas son 3000 y los capitales 10, claro está que 
la parte del primero dividida por 2 formará igualdad frac-
cionaria con 3000 partido por 1o, así como la parte del se-
gundo partida por 3 y la del tercero partida por 5; en vir-
tud de que según el enunciado la parte del primero partida 
por 2, tiene que ser igual a la del segundo partida por 3 y 
á la del tercero partida por 5 y esta serie de fracciones 
iguales nos daría la fracción igual á ella, la suma de las tres 
partes, que es 3000, partido por la suma de los tres ca-
pitales, que es i o, por tanto al 1.° le corresponderá 
2 X 
 3ó(0 
 =600, al 2.° 3x 
 310° =900, y al 3 . ° 5 x 
3000 = 1 500. 
También para resolver este problema podríamos ha-
ber seguido el procedimiento siguiente , si , la cantidad 
22 
-234— 
que querernos repartir fuese 2 + 3 -I- 5 =1 o, las partes se- 
rían evidentemente 2, 3 y 5, si fuese I las partes serían 10 
 
de las anteriores, es decir, 1Ó 	 -^ lÓ =10 ; de donde te- 
niendo que repartir 3000, las partes serán las anteriores  
multiplicadas por 3000, es decir  
2x 3000 + 3x 3000  +  5 x 3000 — 10x3000 = 3000. 10 	 10 	 10 	 10 
De uno y otro procedimiento se deduce la regla si-
guiente.  
262. Para dividir una cantidad en partes proporcio-
nales á otras dadas, se divide esa cantidad por la suma de  
las otras y el cociente se multiplica por cada una de estas.  
EJEMPLOS. 
1.° Tres comerciantes han fletado un buque para un  
cargamento de vino: el I .° ha cargado 300 pipas, el 2.° 35o,  
y el 3.° 15o; el flete ha costado 12000 pesetas: ¿Cuánto  
debe pagar cada uno? 
 
Aplicando la regla tendremos 1. ° 12°°°  300=4500;  
2
. ° 
 12000 x 
 350=5250; 3.' 12000  X 150=2 250. 800
2.° Tres obreros de las mismas condiciones han recibido 
 
1 7o pesetas por empedrar una calle: el I .° ha trabajado 8 4 
días; el 2.' 106 ; y el 	 ¿Cuánto
•
ha recibido cada 
obrero? 
Aplicando la regla tendremos: 1. ° 7^ x 8 4 = 5 3 ` r25; 
el 2 . ' 	 x IO 1 
	
I 725; 3. ° l7—°x 9 12=55 ` 15. Este  
problema podíamos resolverlo reduciendo los mixtos á que- 
brados del mismo denominadorue serían 1—°5 122 1°9 di- q 	 12' 12 y  12y 
vidir 17o en partes proporcionales á los numeradores.  
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3.° Tres estudiantes se han asociado para comprar un 
 
gobio geográfico de 1'23 metros de diámetro, que les ha 
 
costado 547`20 pesetas: se desea conocer la cantidad que 
 
cada uno de ellos ha facilitado para pagarlo, sabiendo que 
 
lo satisfecho por el I.° es á lo del 2.° como 7 á 9, y que 
 
lo dado por el i.° es á lo del 3.° como 3 á 4. En este pro-
blema los datos no están explícitos, puesto que no sabemos 
 
el número 547'20 á qué números, las partes en que tene-
mos que dividirle, han de ser proporcionales; de aquí que 
 
para resolverle tengamos que hacer explícitos previamente 
 
los datos, lo que conseguiremos, tomando como unidad la 
 
parte satisfecha por el I.' en cuyo caso la del 2. ° sería  
y la del 3.° 
 s 
 , de suerte que tendríamos que dividir  
547'20 en partes proporcionales á I, y 3  6 bien tomar  
para parte satisfecha por el primero el mínimo común múl-
tiplo de 7 y 3 que es 2 1 y las demás partes serían respectiva-
mente, el producto de multiplicar 9 y 4 por los cocientes de  
dividir 21 por 7 y 3, es decir 27 y 28; de cualquiera manera  
se obtiene aplicando la regla: 
	
o 	 547`20x9x21 
	
2. 	
—
94 
1.° 
a 0 
^ • 
547'2 7621 x 1 .151420; 
=201 60. 547`20x4x21 40 ^ 7x7ti 3x76 
Los repartimientos proporcionales son de un uso muy  
frecuente con los nombres siguientes:  
265. REPARTO DE CONTRIBUCIONES. Se distribuye el im-
puesto proporcionalmente á la riqueza imponible de cada  
provincia; el de cada provincia con arreglo á la riqueza im-
ponible de cada pueblo; y el de cada pueblo con arreglo á  
la riqueza imponible de cada contribuyente.  
QUINTAS. El número necesario de mozos para el reem-
plazo del ejército se distribuye proporcionalmente al núme-
ro de mozos sorteables de cada provincia; lo mismo set ve- 
J 
-236- 
rifica en cada pueblo, si bien como no son admisibles los 
valores fraccionarios, se sortea uno entre varios.pueblos con 
una probabilidad proporcional á su contingente fraccionario. 
SOCORROS MUTUOS. Son las asociaciones que tienen por 
objeto reintegrarse mutuamente los socios de las pérdidas 
que puedan sufrir. La pérdida de uno ó de varios se reparte 
entre todos proporcionalmente al valor que cada uno tiene 
en la asociación. Esto sucede en las sociedades de socorros 
mutuos contra incendios, naufragios, etc. 
261. REGLA DE COMPAÑÍA. Es la regla de los reparti-
mientos proporcionales, cuando se la aplica á repartir las ga-
nancias ó pérdidas de una sociedad entre sus socios. El ca-
pital de cada socio se llama imposición ó acción ; el capital 
de todos los socios, capital social; la cantidad que se ha de 
repartir, dividendo general; y lo que corresponde á cada 
socio, dividendo parcial. 
Se admite: i .° Que cuando los tiempos son iguales, 
los dividendos parciales son directamente proporcionales á 
las imposiciones; 2.° Cuando las imposiciones son iguales, 
los dividendos parciales son proporcionales á los tiempos; 
y como consecuencia de estos, cuando los tiempos é impo-
siciones son diferentes, los dividendos parciales son pro-
porcionales á los productos de las imposiciones por los 
tiempos. Y como en todo problema de regla de compañía 
nunca puede ocurrir más que uno de esos casos desde 
luego sabemos las ganancias ó pérdidas ó sea el dividendo 
general, en partes proporcionales á qué números tenemos 
que dividirlo. 
EJEMPLOS. 
I.° Tres individuos han reunido sus capitales para un 
negdçio: el primero ha puesto 2000 pesetas; el 2.° 3000; y 
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el 3.° 5000: al terminar el negocio han ganado 4000 pe-
setas: (cuánto corresponde á cada socio? 
En este problema como los tiempos son iguales, los 
dividendos parciales son proporcionales á las imposiciones 
y por tanto tendremos para el 1 .
° 400 X 2000 = 800 
'4000 	 ° 	 4000 pesetas; el 2.° 10000 X 3000 = 1200; y el 3. 	 10006 
X 5000 = 2000. 
2.° Tres personas se han asociado para una empresa 
poniendo cada una de ellas la misma cantidad: la que puso 
la 1. a persona quedó en la sociedad 2 años, la de la 2. a, 18 
meses y la de la 3.', 15 meses: ganaron 12806 pesetas: 
Cuánto corresponde á cada una de esas personas? 
En este problema las imposiciones son iguales, luego 
los dividendos parciales son proporcionales á los tiempos, 
que reducidos á la misma unidad, son respectivamente 24 
meses, 18 y 15; por tanto tendremos para el 1.° 12 u'
— 
° 12F0t 	 ° 12-4)0 
X 2 4 =:5392; 2. - 53  -x 18 _ 4044; y 3. 	 Sî —x  1 5 ---337 0 . 
3. 0 Tres negociantes forman una sociedad: el 1.° pone 
4600 pesetas por 2 años y 3 meses; el 2.° 5800 pesetas 
por 1 año y 2 meses; y el 3. 0 4200 pesetas por 3 años: 
al cabo de este tiempo se separan los asociados habiendo 
realizado una ganancia de 8400 pesetas: ,Cuánto debe 
percibir cada , uno de ellos? 
En este problema las imposiciones y los tiempos son 
diferentes, luego los dividendos parciales son proporciona-
les al producto de los capitales por los tiempos, que redu-
cidos á la misma unidad, son respectivamente 27 meses, 
21 y 36, de donde los productos de los capitales por 
los tiempos son 4600 x 27, 5800 x 21 y 4200 x 36, que 
son las cantidades á que han de ser proporcionales las 
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partes en que se divida el beneficio; una vez que 4600 por 
un mes es lo mismo 4600 x 27 durante 27 meses y lo 
mismo son en los demás, por tanto tendremos para el I.° 
8400 8400 39 .E 
 
	
 X I24200 = 26 26 ,58 pesetas; el 2.° 397200 
xI21800=2575`83; ye' 3. ° 3Ÿ20000 x 15 1200= 3 1 97`59• 
LECCIÓN 29.' 
Itogla do aligación. 
265, REGLA DE ALIGACIÓN, es el procedimiento, Me-
diante el cual resolvemos los problemas relativos á las 
mezclas. 
MEZCLA, es la reunión íntima de dos ó más sustan-
cias en cantidades arbitrarias y conservando su propia 
naturaleza. 
La regla de aligación se divide en directa é inversa, 
la primera resuelve los problemas comprendidos en el si-
guiente enunciado: dadas las cantidades que se han de 
mezclar y sus precios respectivos, hallar el precio de la 
mezcla ; y la 2.' los comprendidos en el siguiente: dados los 
precios de las cantidades que se han de mezclar y el precio 
medio, hallar las cantidades que deben mezclarse. 
Según la definición de mezcla es evidente: I.° ' que la 
cantidad de la mezcla es igual á la suma de las cantidades 
mezcladas; 2.° que el valor de la mezcla es igual á: la suma 
de los valores de las cantidades mezcladas; y corno conse-
cuencia de estos, que el producto de la cantidad de una 
mezcla por su precio es igual á la suma de los productos 
de las cantidades mezcladas por sus precios respectivos. 
Y teniendo esto en cuenta, para resolver todo problema 
de aligación directa podremos seguir la regla siguiente. 
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266. REGLA DE ALIGACIÓN DIRECTA. Para hallar el 
precio de la mezcla, dadas las cantidades que se han de 
 
mezclar y sus precios respectivos, se multiplican las canti-
dades que se han de mezclar por sus precios respectivos, 
 
se suman estos productos, y la suma obtenida se divide por la 
 
suma de las cantidades que se mezclen. Ast, si quisiéramos 
saber á cómo sale ;el hectólitro de trigo que hay en una 
panera, adquirido en tres partidas: en la I . a  85H1. 
 á 20 pe- 
setas el hectólitro; en la 2.a 100H 1 
 á 19 pesetas; y en 
la 3.' 115H1. 
 á 18 pesetas. Diríamos 85H1. á 20 pesetas han 
costado 85 x 20 = 1700 pesetas, IooH1• á 19 han costado 
roo x 19 = 1900 pesetas y por último 1  15H1.  á 18 habrán 
costado 115 x 18 = 2070 pesetas, luego todo el trigo que 
es 85 ± Ioo -}- 115 = 30OH1 • , ha costado i 700 1900 
+ 2070 = 567o pesetas, por tanto un hectólitro cos- 
tara 
 300 	 — 18'90 pesetas: la disposición práctica es como 
sigue. 
DISPOSICIÓN PRACTICA.  
Cantidades. 
	
Precios. 	 Valores. 	 Precio de la mezcla.  
85H1.. . 
 
I00.. . . 
•115.. . . 
300 
. 	 I 70oP'. :  
19.. . . 	 1900. . 
I 8 .. 	 2070. .  
5 6 7o 
5670  
18'90P.. 300 —  
Cuando  el problema que hayamos de resolver sea de  
regla de aligación inversa, como se nos dan los precios de  
las cantidades que se han de mezclar y el precio de la  
mezcla, para encontrar las cantidades que se han de mezclar;  
hay que tener en cuenta, que el precio de la mezcla tiene  
que necesariamente estar comprendido entre los precios  
dados, pues si fuese mayor 6 menor que todos ellos sería  
imposible la resolución del problema , pues cualquiera  
^ 
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que sean las cantidades que se mezclen siempre resultaría  
que el precio de la mezcla sería menor ó mayor que  
el dado; una vez que, según el problema directo, es  
preciso que haya compensación de los mayores y me-
nores precios, para que resulte un precio intermedio: de  
donde se deduce, que si restamos del precio mayor el pre-
cio de la mezcla—suponiendo, para fijar las ideas , que  
sean dos las cantidades que se mezclen—el resto será lo  
que se pierda en cada unidad que de ese precio se venda  
al precio de la mezcla, y si del precio de la mezcla, se resta  
el precio menor, el resto será lo que se gana en cada unidad  
que de ese precio se venda al precio de la mezcla, y como  
la pérdida debe estar compensada por la ganancia, bastará  
mezclar tantas unidades del precio mayor, como exprese  
la diferencia entre el precio medio y menor, y tantas del  
precio menor, como exprese la diferencia entre el precio  
mayor y el precio de la mezcla. Así, si quisiéramos saber  
cuantos kilógramos de café de 12 pesetas el kilógramo, ten-
dríamos que mezclar con café de 7 pesetas el kilógramo  
para poder vender la mezcla á I o pesetas el kilogramo, di-
ríamos por cada kilógramo de 12 pesetas que se venda 
 á I o, perderemos 2 pesetas, y por cada uno de 7 que se  
venda a I o, ganaremos 3, luego si vendemos 3 de á 12 per-
deremos 2x 3 y si vendemos 2 de á 7 ganaremos 3 X 2 y 
como las ganancias y las pérdidas se compensan tenemos lo  
que deseamos, la operación se dispone prácticamente en la  
siguiente forma: 
 
DISPOSICR)N PRACTICA.  
Precio de la mezcla Precios de las cantidades. Cantidades que se han de mezclar.  
I0P•  
	
^ I2 P• 	  
	
7 ' 	 ` 	  
h n. Io— 
 
I2 —IO-2 '  
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COMPROBACIÓN. 
Cantidades. 	 Precios. 	 Valores. 	 Precio de la mezcla. 
. 	 I2.P•.. . 	 36 	 1 
• 7 • .. • 	 14 	 /  	 .So 
—=i0 P• 
5 	 5o 	 5 
De lo expuesto se deduce la regla siguiente. 
267. REGLA DE ALIGACIÓN INVERSA. Para hallar las 
cantidades que deben mezclarse, conocido el precio de las 
cantidades y el precio de la mezcla, se tornan—si son dos—
de la de precio mayor tantas unidades como la diferencia 
entre el precio de la mezcla y el precio menor, y de la de 
precio menor tantas como la diferencia entre el precio mayor 
y el precio medio. Si son nids de dos, se halla primero las 
cantidades que se han de mezclar de dos cuyos precios com-
prendan al de la mezcla, y luego de otras que estén en las 
mismas circunstancias y así sucesivamente. 
EJEMPLOS. 
I.° ¿Cuánto vino se necesita mezclar de o' 45 pesetas 
el litro con otro de o'33 para formar 15o litros de mezcla 
de o'4o? 
En este problema son dos las cantidades que se han 
de mezclar por tanto aplicando la regla; del primer vino se-
rían 7 y del segundo 5, pero entonces solo tendríamos 12 
litros, por tanto á los números encontrados habrá que mul- 
tiplicarlos por 	
12 
87'5 	
—I 2 ' 5, por tanto del primero sería 
8 `  y del segundo 62 4 5. 
• 2.° tCuántos kilogramos de té de I I pesetas, de á 9, 
de á 6, de á 5 y de á 2 se deben mezclar para que resulte 
té de á 8 pesetas el kilógramo? 
23 
• 
3Kg• . . 
2' 	 . . 
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En este problema son 5 las cantidades y por tanto 
tendremos que tomar primero dos que comprendan el precio 
de la mezcla como II y 6, y nos resultan del de 11P., 2 Kg. 
y del de 6P•, 3Kg.; después otras dos que suceda lo mismo, 
como II y 2y nos resultan del de 11P., .6Kg. y del de 2P•, 
3Kg., y por último las dos restantes que están en las mismas 
condiciones y son 9 y 5, resultando del de 9P , 3Kg.; y del de 
5 P. , 'Kg.; y por tanto quedará resuelto el problema mez-
clando 8Kg. de 'P., 3 de á 9, 3 de á 6, I de á 5 y 3 de á 2. 
EscoLIo. Las mezclas que se hacen de metales fun-
diéndoles por medio del calor se llama aleaciones, y si uno 
de los metales es el mercurio se llama amalgama; cuando 
la mezcla se hace entre un sólido y un líquido de manera 
que el sólido pase al estado líquido se llama disolución: los 
problemas pues, de aleaciones y disoluciones corresponden 
á la regla de aligación y no parlen ofrecer ninguna difi- 
cultad. 	 `, 
LIBRO IV. 
Números incomensurables. 
CAPÍTULO PRIMERO. 
Potencias u  raites. 
LECCIÓN 30.' 
Nociones preliminares. 
268. CANTIDAD CONSTANTE, es la que tiene siempre un 
mismo valor. 
CANTIDAD VARIABLE, es la que no tiene siempre el 
mismo valor. 
Aclararemos estas definiciones, observando que el valor 
de las cantidades se obtiene contándolas 6 midiéndolas, y que 
de la operación de contar resultan siempre números enteros, 
mientras que la de medir pueden resultar—según la unidad 
que se elija—números enteros, fraccionarios é incomensura-
bles; por tanto, los valores de las cantidades que se cuentan 
son siempre constantes, mientras que los de las que se mi-
den pueden ser, constantes ó variables, según que resulte de 
la operación un número entero ó fraccionario, ó bien un nú-
mero incomensurable; porque cuando resulta este número 
no tenemos medio de expresar su medida sino aproximada-
mente, y según la aproximación que en cada caso necesita-
mos la expresamos por un valor por otro, por más que 
la cantidad sea siempre la misma; de aquí, que á estos di-
ferentes valores se les llame cantidades variables y también 
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que estos tengan como límite de sus diferentes valores la 
cantidad que tratan de expresar: esto entendido es fácil 
comprender la siguiente definición de limite. 
LÍMITE DE UNA CANTIDAD VARIABLE, es una cantidad 
constante, á cuyo valor se aproximan cada vez más los dife-
rentes valores de la variable pero sin llegar nunca á ser 
igual á él. El límite es superior, si los diferentes valores de 
la variable son menores que él, é inferior, si son mayores. 
Como ejemplos de límite superior, tenemos las generatrices 
de las fracciones decimales periódicas, en las cuales á me-
dida que se van tomando mayor número de períodos se van 
aproximando cada vez más á sus generatrices. 
Como ejemplos del límite inferior, tenemos el cero que 
es límite inferior de los valores que va tomando sucesiva-
mente un número que se divida por 2 y el resultado por 2 
y así sucesivamente. 
Por lo expuesto se vé que de que una cantidad aumente 
constantemente ó disminuya no se deduce que pueda llegar 
á ser mayor ó menor que otra cualquiera; una vez que la 
ley á que obedezca su aumento ó disminución constante 
puede hacer que nunca llegue á ser igual á una cantidad fija. 
269. Los números incomensurables, como no son ni 
totalidad de unidades, ni totalidad de partes alícuotas de la 
unidad, no tienen numeración propia y para expresarlos 
nos valemos de números fraccionarios que se aproximen á 
ellos tanto como deseamos; lo que siempre podremos con-
seguir puesto que la unidad que hayamos elegido para me-
dir se puede dividir en un número suficientemente grande 
de partes para que estas sean tan pequeñas como se quiera, 
y cuando esto suceda, el error que cometamos en la medi-
ción, claro está, que será menor que una de estas partes, 
de tal suerte que si tomamos una parte más, el número 
L 
-245— 
fraccionario que resulte será mayor que la medida, por 
tanto: todo número incomensurable tiene su valor compren-
dido entre dos números comensurables tan próximos como 
queramos y se diferenciará de ellos en menos de lo que ellos 
se diferencian. Por esto los números incomensurables se 
pueden considerar como los límites de sus valores comen-
surables aproximados. 
La existencia de los números incomensurables (33) 
puede probarse por el cálculo en virtud del siguiente teo-
rema. 
270.  Las raices de un grado cualquiera de los núme-
ros comensurables que no sean exactas, son números in-
comensurables.—Entendiendo por raices exactas de los 
números enteros, los números enteros que elevados á la 
potencia indicada por el índice de la raiz producen el radi-
cando, y de los números fraccionarios los fraccionarios que 
producen el radicando respectivo en las mismas condicio-
nes.—En efecto, si para fijar las ideas suponemos que que-
remos extraer la raiz cuadrada de 1 2, veríamos que doce 
está comprendido entre el cuadrado de 3 y el de 4, es de-
cir, que no es un número entero, vamos á demostrar que 
no puede ser un número fraccionario y entonces tendrá que 
ser un número incomensurable (33): desde lugo suponga- 
• 
mos que V12 = 3 2 , en este caso reduciendo el mixto 
á quebrado tendríamos V1 2  - 5-, luego 1 2 = (5' )2 10 
que es imposible (224, Esc.°) 
Del mismo modo, si queremos extraer la raiz cua` 
drada de i',  veríamos que is  está comprendido entre el 
cuadrado 
- 
y el de - y que por tanto su raiz no es 
un número fraccionario, pero tampoco puede ser un nú- 
r 
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mero entero sin lo cual un número entero sería igual á un 
número fraccionario propio, lo que es imposible. 
Y como este razonamiento se puede aplicar siempre' el 
teorema es cierto cualquiera que sea el grado de la raiz. 
271. Para calcular los números comensurables se les 
expresa por números comensurables tan próximos á ellos 
como se desee, y se calculan después como los números 
comensurables, siendo también aplicables á ellos las pro-
piedades demostradas para los comensurables, en virtud 
de las proposiciones siguientes. 
TEOREMA DE LOS LÍMITES. Las cantidades variables 
que sean constantemente iguales, tienen iguales sus límites. 
En efecto, cuando una variable crece, no puede tener 
más que un límite superior, y un límite inferior si dismi-
nuye; pues en los dos casos tiene que aproximarse á el 
límite indefinidamente y esto la imposibilita para que se 
aproxime del mismo modo á otra constante mayor ó me-
nor que el límite: de donde cuando una variable tiene lí-
mite tiene necesariamente uno solo. Ahora, si dos ó más 
variables, que tienen límites, son constantemente iguales; 
es decir pasan todas á la vez por los mismos valores cons-
tantes, todas ellas se aproximan igualmente al límite de 
estos valores: mas este límite ha de ser único, luego todas 
tienen un mismo límite, conforme al teorema. 
COROLARIO. El resultado de cualquier operación efec-
tuada con los límites de cantidades variables, es el límite 
de los resultados de la misma operación efectuado con las 
variables: pues estos resultados, según el teorema anterior, 
se aproximan sucesivamente al primero, según que las va-
riables se aproximen á sus límites. 
27'2.  Ya sabemos que el procedimiento para elevar 
un número á una potencia cualquiera es tomarle por factor 
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tantas veces como exprese el exponente de la potencia (48); 
y aun cuando no hay otro procedimiento más breve como 
sucede, según hemos visto, en las operaciones fundamen- 
tales, tenemos necesidad de conocer la composición del 
cuadrado y el cubo de la suma de dos números enteros, 
para en ellos fundar los procedimientos más rápidos, que 
el que ya conocemos (5 1), para la obtención de las raices 
cuadradas y cúbicas. 
El cuadrado de la suma de dos números se compone; 
 del cuadrado del primero, mas el duplo del primero por 
el segundo, mas el cuadrado del segundo. 
En efecto, sean los dos números 5 y 7, su suma será 
5 + 7 y el cuadrado de esta suma (5 + 7) 2 = (5 -}- 7). 
(5 + 7): pero 
 ("5), (5 + 7)• (5 + 7)=5 X 5 + 5 X 7 
+5X7+7X7=5 2 + 2 X 5 X 7+7 2 , de donde 
(5 + 7)2 = 52 + 2 X 5 X 7 + 7 2  , conforme al teorema. 
COROLARIOS. I . El cuadrado de un número que conste 
de decenas y unidades se compone; del cuadrado de las 
decenas, mas el duplo de las decenas por las unidades, 
mas el cuadrado de las unidades: pues se puede conside-
rar compuesto de la suma de dos números uno las dece-
nas y otro las unidades. Así el cuadrado de 35  será 35' 
= (30 -I- 5)' = 3o' + 2 . 3 0 X 5 + 5 2  • El cuadrado de 
las decenas, es un número exacto de centenas (i 2 I , 2. ' ); 
el duplo de decenas por unidades, es un número exacto de 
decenas (1 2 1, 2.°); y el cuadrado de las unidades, es un 
número exacto de unidades. 
2." La diferencia de los cuadrados de dos números 
consecutivos es igual al duplo del menor mas uno: pues si 
los dos números son 3 y 4 = 3 ± 1, tendremos (3 ± i)' 
=32  + 2 X 3 + 1, y restando 3 2 de los dos miembros de 
esta igualdad (3 ± I) 2 — 32  = 2 X 3 + I . 
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El cubo de la suma de dos números se compone ; del 
cubo del primero, mas triplo del cuadrado del primero por 
el segundo, mas triplo del primero por el cuadrado del 
segundo, mas el cubo del segundo. 
. 	 En efecto, sean los números 5 y 7, su suma será 5 ± 7 
y el cubo de esta suma(5 + 7)' =(5 + 7). (5 + 7) • (5 +7) 
= (5+7)2 • (5+7)=(5 3 + 2 . 5X 7+72 )• (5 +7) 
según el teorema anterior: pero (I r5), (5 3 -^ ^2 • 5 X 7 
+72 ). (5+7)=5 s + 2 . 5 3 X 7+ 5 2 +7X 2 . 5 X 72  
+ 7' = 53 + 3 • 5 2 X 7 + 3 • 5 X 7 2  + 7 , de donde 
(5+7)3= 5' 3 . 5 3 X 7+3 • 5 X 7 2 +73 , conforme 
al teorema. 
COROLARIOS. I. ° El cubo de un número que consta de 
decenas y unidades se compone; del cubo de las decenas, 
mas triplo cuadrado de decenas por unidades, mas triplo 
de decenas por el cuadrado de las unidades, mas el cubo 
de las unidades. Así, el cubo de 35 será 35 3 =(3o + 5) 3 
= 3 0' ± 3 . 302 X 5 + 3 . 3o X 5' ± 5. 3 El cubo de las 
decenas, es un número exacto de millares (I2I, 2.°); el 
triplo del cuadrado de decenas por unidades, es un nú-
mero exacto de centenas (I2 I, 2. °); el triplo de decenas 
por el cuadrado de las unidades, es un número exacto 
de decenas (I 2 I , 2. ° ) ; y el cubo de las unidades es un 
número exacto de unidades. 2.° La diferencia de los 
cubos de dos números consecutivos, es igual al triplo del 
cuadrado del menor, mas el triplo del menor, mas una uni-
dad: pues si los dos números son 4 y 5=4 + I, tendre-
mos (4.4_ I )3 - 4' + 3. 42+ 3. 4 + 1, y restando 4' de 
los dos miembros de esta igualdad resulta (4 ± i) 5 
— 4' 
=3 • 4"±3.4±'. 
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LECCIÓN 31.' 
Iialz cuadrada. 
273. Ya sabemos el procedimiento general para ex-
traer la raiz de un grado cualquiera de un número entero 
(51), y aun cu tndo allí no dijimos que á semejanza de la 
división las raices de los números enteros se dividían en 
exactas é inexactas, por ser operación derivada en primer 
término y porque además las inexactas eran números inco-
mensurables, —como hemos tenido ocasión de demostrar en 
la lección anterior, para cuya demostración teníamos necesi-
dad de conocimientos que no poseíamos —en este lugar de-
bemos de hacer notar esta circunstancia que hace, que esta 
operación dé lugar; si se efectúa con números enteros, á 
números enteros ó incomensurables, y si se efectúa con nú-
meros fraccionarios, á números fraccionarios é incomensu-
rables; y por más que esto es cierto para una raiz de un 
grado cualquiera; como ya hemos dicho que solo nos vamos 
á ocupar de dar procedimientos más rápidos que el que ya 
conocemos para las raices de segundo y tercer grado, en 
ellas comprobaremos todo lo expuesto. 
274. RAIZ CUADRADA DE UN NÚMERO ENTERO, es otro 
número entero cuyo cuadrado nos reproduzca el número 
propuesto. Así, la raiz cuadrada de 4 es 2 porque 2 eleva-
do al cuadrado es 4, pero como en los t oo primeros núme-
ros enteros, solo hay t o que tengan raiz cuadrada exacta, 
de aquí que en los restantes se encuentre su raiz aproxima-
da en menos de una unidad ó bien de una parte alícuota 
cualquiera de la unidad; pues ya sabemos, según la lección 
anterior, que las raices de esos números como de los demás 
que se encuentran en ese caso,—números que se comprende 
24 
IIL 
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sean considerables, puesto que en los I oo primeros núme-
ros solo hay I o que tengan raiz cuadrada exacta—son 
números incomensurables. 
RAIz CUADRADA ENTERA DE UN NÚMERO ENTERO, es la 
raiz cuadrada del mayor cuadrado entero contenido en  di-
cho número. Así, la raiz cuadrada entera de 7 es 2; pues 
el Mayor cuadrado entero contenido en 7 es el cuadrado de 
2, el del número consecutivo 3 ya es mayor que 7; y por 
tanto se acostumbra á tomar por raiz cuadrada en menos 
de una unidad la de 2 2 que es 2, por defecto, en lugar de 
tomar la de 3' que es 3, por exceso; puesto que si necesitá-
semos la raiz por exceso, no tendríamos más que aumentar 
en una unidad la de por defecto. En esta operación como 
en la división cuando la raiz cuadrada no es exacta á la di-
ferencia entre el radicando y el cuadrado de su raiz cuadra-
da entera se llama resto de la raiz cuadrada, así como la 
diferencia entre el cuadrado de la raiz cuadrada por exceso 
y el radicando se llama exceso cte la raiz cuadrada: claro 
está que estas raices serán más aproximadas según que el 
resto sea menor ó mayor que el exceso; y aun cuando, como 
hemos dicho, no se acostumbra más que á encontrar el resto, 
conoceremos inmediatamente el exceso puesto que sabemos 
que la diferencia entre los cuadrados de dos números conse-
cutivos es igual al duplo del menor más uno, de donde si se 
resta del duplo de la raiz entera más una unidad, el resto, 
tendremos el exceso. Esto sentado, vamos á ocuparnos de 
la extracción de la raiz cuadrada primero de los números 
enteros y después de los números fraccionarios, para por 
último ocuparnos de obtener las inexactas con la aproxima-
ción que deseemos: debiendo tener en cuenta que cuando 
digamos simplemente raiz, entenderemos raiz cuadrada y 
que no pondremos índice al signo radical. 
L 	  
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225. RAIz CUADRADA DE LOS Nt MEROS ENTEROS. En la 
extracción de la raiz cuadrada de los números enteros, nos 
conviene, aunque el procedimiento es único, considerar 
para mayor sencillez en la exposición dos casos: 1.° que el 
número sea menor que Ioo; 2.° que sea mayor que Ioo. 
El primer caso se resuelve teniendo en cuenta la tabla 
de los cuadrados de los 9 primeros números, que se cono-
ce sabiendo la tabla de multiplicar, y es la que sigue: 
Números. . I 2 3 4 5 6 7 8 9 
Cuadrados. I 4 9 16 25 3 6  49 64 81 
Para por medio de esta tabla encontrar la raiz exacta 
ó entera de un número menor que Ioo, no hay más que 
ver en la fila de los cuadrados si está cl radicando ó se en_ 
cuentra entre dos consecutivos; en el primer caso, la raiz 
exacta será la cifra correspondiente de la fila de los núme-
ros; en el 2.° la raiz entera será la cifra de la fila de los nú-
meros correspondiente al cuadrado inmediatamente menor 
que el radicando. Así, la raiz cuadrada de 36 es 6 y la dé 5o 
es 7. Aquí como en las operaciones fundamentales la ventaja 
consiste en saber de memoria la tabla correspondiente. 
El segundo caso, se funda en el anterior y en la com-
posición del cuadrado de un número que consta de dece-
nas y unidades; una vez que, siendo el número ciado mayor 
que Ioo, su raiz cuadrada será mayor que  i o y constará 
por consiguiente de decenas y unidades, pero como á todo 
número se le puede considerar como el cuadrado de su raiz 
cuadrada, tendremos que todo número mayor que I oo se le 
puede considerar como compuesto de tres partes que son: 
I.a cuadrado de las decenas, de su raiz; 2 , a duplo de dece-
nas por unidades; y j.° cuadrado de las unidades. Ahora 
bien, el cuadrado de las decenas de su raiz, sabemos que 
es un número exacto de centenas; el duplo de decenas por 
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unidades, es un número exacto de unidades: mas como es-
tas tres partes mas el resto, si lo hay, están todas reunidas  
en el número dado, se comprende que si pudiéramos se-
parar el cuadrado de las unidades, extrayendo la raiz cua-
drada, por el primer caso, obtendríamos las unidades de la  
raiz, así como si pudiéramos separar el cuadrado de las  
decenas extrayendo la raiz cuadrada, por el primer caso, 
 
obtendríamos las decenas de la raiz: pero del cuadrado de 
 
las unidades solo sabemos que es un número exacto de 
 
unidades y no podemos saber las decenas que se han agre- 
^ a las restantes partes, mientras que del cuadrado de 
las 
-e e^ sabemos que es un número exacto de cente  
nas, y que por tanto no pueden estar contenidas más que 
 
en las centenas del número propuesto,—pudiendo contener 
 
las centenas del número propuesto las que hubiesen po-
dido provenir de las restantes partes más las del resto, si 
 
lo hvy,—luego extrayendo la raiz cuadrada de las centenas 
 
de un número mayor que 'cm), nb puede encontrarse un  
número menor que las decenas de su raiz, pero mayor 
 
tampoco; pues el caso más desfavorable sería aquel en que 
 
las unidades fuesen el número mayor posible que es 9 y 
aun en este caso como 9 es  menor que i decena ó diez,  
se deduce inmediatamente que; el duplo de decenas por 
 
unidades, mas el cuadrado de las unidades, mas el resto, 
 
si lo hay, no han podido dar lugar á un número de cente-
nas suficiente para que encontremos una decena más en 
 
la raiz: por tanto, extrayendo la raíz cuadrada de las cen-
tenas de un número mayor que ciento, obtenemos necesa-
riamente las decenas de la raiz de ese número: encontra-
das las decenas de la raiz, para encontrar las unidades, 
 
bastará observar que si restamos del número propuesto el  
cuadrado de las decenas de la raiz, en el resto quedarán;  
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el duplo de decenas por unidades, mas el cuadrado de las 
unidades, mas el resto, si lo hay; pero el duplo de decenas 
por unidades es un número exacto de decenas, luego solo 
se podrá encontrar en las decenas del resto, y como este 
puede contener además las decenas que pueden provenir 
de las restantes partes, es claro que si dividimos las dece-
nas del resto por el duplo de las decenas de las raiz no 
podemos encontrar un número menor que las unidades, 
pero sf mayor; pues solo el resto nos puede dar un número 
de decenas mayor que el duplo de las decenas que es el di-
visor (272, c.° 2.°): de donde para averiguar si la cifra de 
las unidades es la verdadera ó mayor que la verdadera, 
habrá que elevar la raiz encontrada al cuadrado y ver si 
se puede restar del número propuesto, ó mejor, puesto que 
del número propuesto se ha restado ya el cuadrado de las 
decenas, ver si se puede restar del resto el duplo de las 
decenas por las unidades y el cuadrado de las unidades—
partes que se forman con facilidad, poniendo á la derecha 
del duplo de las decenas las unidades y el. número así for-
mado multiplicarlo por las unidades—en cuyo caso la cifra 
de las unidades será la verdadera y sino será mayor que 
la verdadera y se la disminuirá en una unidad. Mas como 
dada la manera de formar las partes contenidas en el resto, 
se comprende que bastará considerar escrita, la cifra que 
vamos á ensayar, á la derecha del divisor y aplicar el pro-
cedimiento empleado en la división para saber si es la 
verdadera ó mayor que la verdadera, es claro, que nunca 
pondremos una cifra para las unidades que no sea la ver-
dadera. Para mayor claridad aplicaremos los razonamien-
tos expuestos á un ejemplo: ast, si nos propusiéremos en-
contrar la raiz cuadrada del número 7893542,  que es 
mayor que ciento, su raiz cuadrada será mayor que lo y 
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por tanto contendrá decenas y unidades; las decenas, como 
son un número exacto de centenas, se obtendrán extra-
yendo la raiz de las 78935 centenas del número propuesto, 
pero como este número de centenas es mayor que ciento, 
también su raiz constará de decenas y unidades, y las de-
cenas se hallarán extrayendo la raiz de las 789 centenas 
de ese número, y como á este número de centenas le su-
cede lo mismo también encontraremos las decenas de la 
raiz extrayendo la raiz de las 7 centenas de este número; 
ahora bien como 7 ya es menor que ciento sabemos que 
su raiz entera es 2, luego esta será la cifra de las decenas 
de la raiz de 789, restando de este número el cuadrado 
de 2 decenas, que son 40o unidades, el resto es 389 uni-
dades—que hubiésemos encontrado lo mismo restando 
de 7 el cuadrado de 2 que es 4 y poniendo á la derecha 
del resto 3, las 89 unidades con las cuales no habíamos 
operado—obtenidas las decenas, para hallar las unidades 
tendremos que dividir las 38 decenas del resto por el du-
plo de las decenas de la raiz que son 4, el cociente sería 9 
pero como poniéndolo á la derecha del 4 y multiplicando 
por 9 tendríamos, 9 x 4=36 á 38, dos que incorporado 
al 9 son 29 y 9 x 9=81 > 29, luego 9 grande, la dismi-
nuiríamos en una unidad y sería. 8 x 4=32 á 38 seis que 
incorporado al 9 son 69 y 8 x 8=64 < 69 luego 8 sería 
buena y la raiz entera del número 789 sería 28 y el 
resto 5; hay que tener en cuenta que para encontrar este 
resto hemos tenido que escribir á la derecha del divisor 4, 
ocho y multiplicar el número así formado, que se llama di-
visor reformado, por 8: habiendo obtenido la raiz cuadrada 
de 789 esta será las decenas de la raiz del 78935 para 
hallar las unidades, habrá que restar del número el cua-
drado de 28 decenas cuyo resto será 535  y  las 53 dece- 
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nas del resto dividirles por 56 que es el duplo de 28, 
pero como 56 es mayor que 53, esto nos dirá que esta 
raiz no tiene unidades y habrá que ocupar su lugar con 
un cero; por tanto la raiz cuadrada de 7 8935 es 28o 
que serán las decenas de la raiz del número propuesto 
7 89354 2 . para hallar las unidades, habrá que restar del 
número el cuadrado de 28o decenas cuyo resto será 
53542 y las 5354  decenas del resto dividirlas por 560 que 
es el duplo de 28o, el cociente, empleando el procedi-
miento dicho, es 9; luego la raiz pedida es 2809 y 
el resto 3,061, la raiz por exceso sería 2810 y el ex-
ceso 2558 diferencia entre el duplo de 2809 mas uno 
y 3061; por tanto la raiz por exceso en este caso es más 
aproximada que la entera. 
El número de cifras de la raiz es igual al cociente 
exacto ó por exceso de dividir por dos el total de cifras 
del número propuesto (105) ó lo que es lo mismo, al nú-
mero de secciones de dos cifras que contenga el número, 
contando de derecha á izquierda, pudiendo tener la úl- 
tima una. 
La operación se dispone prácticamente en esta forma: 
DISPOSICIÓN PRACTICA. 
2809 raiz por defecto, 2809 + 1=2810 raiz por exceso. 
5608 	
Esta disposición tiene la 
5618 duplo de 2809 ventaja que como cada divi-
sor es el duplo de la raiz hallada, se encuentra sumando al 
divisor anterior reformado, la última cifra de la raiz, lo que 
se hace por la tabla de sumar. 
De lo expuesto se deduce la siguiente regla para ex-
traer la raiz cuadrada de un número entero. 
1/7.89.35.42 
38.9 
53.54.2 
resto... 3061 
exceso.. 2558 
48 
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REGLA PARA LA EXTRACCIÓN DE LA RAIL CUADRADA. 
Para extraer la raíz cuadrada de un número entero, se  di-
vide el número en secciones de dos cifras principiando de 
derecha á izquierda, la última sección de la izquierda podrá 
tener una cifra, hecho esto, se trazan las líneas de la divi-
sión para escribir la raiz en el lugar del divisor y los 
divisores respectivos debajo de la raiz: así dispuesta la 
operación, se extrae la raiz de la primera sección de la iz-
quierda y así obtendremos la cifra de orden superior de la 
raiz, una vez obtenida se eleva al cuadrado y se resta de la 
primera sección, á la derecha del resto se escribe la siguiente 
sección y del número así formado se separa la primera ci-
fra de la derecha, dividiendo las que queden á la izquierda 
por el duplo de la raiz hallada, el cociente será la cifra del 
orden inmediato inferior de la raiz ó una cifra mayor,— 
para saber si es la verdadera ó mayor que la verdadera, se 
considera escrita esta cifra ci la derecha del divisor y se en-
saya como en la división, siendo el dividendo el número que 
resulta de poner á la derecha del resto la sección siguiente—
una vez encontrada la siguiente cifra de la raiz, se multi-
plica por el divisor reformado y el producto se resta del di-
videndo respectivo, á la derecha del resto se escribe la sección 
siguiente y con el número así formado se opera de la misma 
manera que con el anterior, para obtener la cifra del orden 
inmediato inferior, y así se continúa hasta haber obtenido 
todas las cifras de la raiz. t Si algún dividendo parcial es 
menor que el divisor se escribe cero en la raiz y se continúa 
la operación. 
Esta regla tiene partes esenciales y partes convenien-
tes; las esenciales son obtener los diferentes órdenes de 
unidades de la raiz separadamente principiando por cl orden 
superior y continuando por los órdenes correlativos descen- 
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dentes; pues es de la única manera que podemos ir sepa-
rando del radicando las diferentes partes de que está com-
puesto; las convenientes son la división en secciones de dos 
cifras, principiando de derecha á izquierda y el trazado de 
las rayas de la división, así como la separación de los di-
videndos parciales la escritura de los divisores y manera de 
reformarlos, pues todas ellas facilitan y abrevian notable-
mente la operación. 
EJERCICIOS. 
1.0 1/3984= 	 2. ° V'46315= 	 3.° V 85764389= 
ESCOLIOS. I. ° Hay que observar que así como en la 
división el resto no podía ser mayor que el divisor, en la 
extracción de la raiz cuadrada el resto no puede ser mayor 
que el duplo de la raiz (272, c.° 2.°). 
2.° Cuando un número entero no tiene raiz cuadrada 
exacta las raices aproximadas por defecto ó por exceso 
están desigualmente aproximadas; una vez que el resto y el 
exceso sumados nos dán el duplo dg la raiz más uno (272, 
c.° 2.°) número evidentemente impar, luego si el resto es 
par el exceso será impar y viceversa. 
3.° Como si aplicamos (272, c.° 2.°) á obtener la dife-
rencia entre los cuadrados de dos números que se diferen-
cien en media unidad, esta diferencia será igual al menor 
más un cuarto: cuando el resto sea igual menor que la 
raiz, esta estará aproximada por defecto en menos de media 
unidad; y cuando el resto sea mayor que la raiz, esta, au-
mentada en una unidad estará aproximada por exceso en 
menos de media unidad. 
216. RAIZ CUADRADA DE LOS NÚMEROS FRACCIONARIOS. 
Como un quebrado consta de dos términos numerador y 
25 
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denominador,  cuyos términos son números enteros, claro 
está que extrayendo la raiz cuadrada de sus términos ten-
dríamos la raiz del quebrado; pero ya hemos visto en la 
numeración de los quebrados, que estos dos términos los 
tenían los números enteros si bien el denominador en estos 
era la unidad que por eso no teníamos necesidad de repre-
sentarla, y esto mismo nos sucedía con los quebrados del 
sistema de numeración adoptado, es decir, los decimales; pues 
nos bastaba poner una coma á la derecha y encima de la cifra 
que representaba las unidades simples: y puesto que para 
extraer la raiz de un número entero hemos hecho caso omiso 
de la denominación final unidad--pues es evidente que la raiz 
de uno es siempre uno y el cociente de dividir un número por 
uno es siempre el mismo número—obteniendo de esta ma-
nera la raiz en menos de una unidad cuando no era exacta; 
se vé, que para obtener la raiz cuadrada de un quebrado de 
modo que sepamos desde luego su aproximación, hace falta 
que el denominador tenga raiz cuadrada exacta, y como 
esto se puede conseguir siempre multiplicando los dos tér-
minos del quebrado por el número que necesitemos para 
que esto suceda, de aquí, el que nos convenga para mayor 
sencillez en la exposición, considerar tres casos en la ex-
tracción de la raiz cuadrada de los números fraccionarios: 
1.° que el número fraccionario sea decimal; 2.° que siendo 
ordinario, el denominador tenga raiz exacta; 3.° que siendo 
ordinario, el denominador no tenga raiz exacta. 
El primer caso, como el denominador es siempre una 
potencia de r o, para que tenga raiz exacta es preciso que 
esta potencia sea par (166, i. °), lo cual se conseguirá ha-
ciendo que el número de cifras de la serie descendente ó 
de órdenes subdécuplos sea par, para esto bastará poner 
un cero á la derecha del número decimal, cuando el nú- 
-2 59— 
mero de cifras de los órdenes subdécuplos sea impar, puesto 
que así no se alterarán las cifras ni en su valor absoluto 
ni en su valor relativo, y como evidentemente la raiz de 
una potencia par de 1 o, es una potencia de 1 o cuyo expo-
nente sea la mitad, tendremos la regla siguiente. 
REGLA PARA EXTRAER LA RAIZ CUADRADA DE UN NI,'-
MERO DECIMAL. Se hace que el número de cifras de los 
órdenes subdécuplos sea par, se extrae la raiz del número 
como si fuese entero separando en la raiz, la mitad de 
las cifras de los órdenes subdécuplos. 
El segundo caso se resolverá extrayendo la raiz exacta ó entera del numerador y dividiéndola por la exacta del 
denominador: así, si queremos extraer la raiz cuadrada 
de - ' tendríamos evidentemente z5 _ s ; una vez 
3 	 3 — 3s 
— 9 : y si queremos extraer la raiz cua- que 5 X 5 	 53 25 
drada de
--, 
tendríamos 4 < 3 ls < 4 , una vez que 163 	 3 
4 X 4  42 -= -< ló , y 4 X  4 — 4; — 16 > 16 por tanto, 
4 será la raiz de 16 en menos de –4--1  por defecto, y 4 
la raiz de 16 en menos también de --4-1  por exceso. 
El tercer caso, se transforma evidentemente en el 
segundo multiplicando los dos términos del quebrado por 
su denominador, ó bien, cuando esto sea posible, por un 
número menor que haga que el denominador tenga raiz 
exacta: esto sucederá cuando descompuesto el denomina-
dor en sus factores simples los exponentes de estos sean 
distintos de uno; pues entonces bastará para qùe todos los 
exponentes sean pares, multiplicar los dos términos por el 
producto de los factores que los exponentes sean impa-
res (166 I .°), número que evidentemente, será menor que 
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el denominador: así si queremos extraer la raiz cuadrada 
 • 
de -7 , tendremos desde luego 3 i V/ 7 1x11—3/il=  
por tanto 8 < /i<- i-- ;  más si queremos extraer la 
raiz cuadrada de 7 , tendremos/ 7 _ / 	 _ / 7x3  12 	 V 12 3 2i x3 3 21 x3= ' 
y por tanto 
s < / < s• 
De lo expuesto se deduce la siguiente regla para ex- 
traer la raiz cuadrada de los números fraccionarios.  
277. REGLA PARA EXTRAER LA RAIZ CUADRADA DE LOS 
NÚMEROS FRACCIONARIOS. Se hace que el denominador tenga 
 
raiz exacta, y la raiz exacta ó entera del numerador se 
 
divide por la exacta del denominador.  
EJERCICIOS. 
t .° ll 0'7542= 11 321 `496= 2 V / 16 - 1/ 81 
-V  231 V 960 = 
EscoLlos. I.° Hay que observar que la aproximación 
que se obtiene aplicando la regla dada es menor que la uni-
dad partida por la raiz del denominador, que en los núme-
ros decimales es siempre menor que una unidad del orden 
ínfimo obtenido en la raiz. 
2.° Reduciendo los quebrados ordinarios á decimales 
siempre se puede obtener la raiz de un número fraccionario 
en menos de una unidad del orden subdécuplo que de-
seamos. 
218. APROXIMACIÓN DE LA RAIZ CUADRADA DE LOS NÚ-
MEROS INCOMENSURABLES. Ya sabemos que los números en- 
teros y fraccionarios cuya raiz no es exacta, se obtiene 
aproximada ó en menos de una unidad ó de media unidad 
ó de la unidad partida por la raiz del denominádor pero nos 
^ 11 
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conviene conocer el medio de obtener la raiz en menos de 
una parte alícuota cualquiera de la unidad de los números 
que no teniéndola exacta son incomensurables; y para esto, 
como quiera que el cuadrado de un producto de varios facto-
res es igual al producto de los cuadrados de dichos facto-
res 018), es claro que la raiz de un producto de varios fac-
tores es igual al producto de las raices d e-  dichos factores: 
de donde, si multiplicamos el número propuesto por el cua-
drado del denominador de la parte alícuota, del producto 
extraemos la raiz entera y la dividimos por dicho denomi-
nador, tendremos lo que deseábamos. Por ejemplo, si que- 
remos obtener la raiz cuadrada de 7 en menos de 111 , di-
riamos 1/-17 --117x11; _ 3847 , y por tanto< 1/ 7 <1-0  1 
11 	 11 	 11 	 11 
De lo expuesto se deduce la regla siguiente. 
279. REGLA PARA EXTRAER LA RAIZ CUADRADA DE UN 
NÚMERO QUE NO LA TENGA EXACTA EN MENOS DE UNA PARTE 
ALÍCUOTA CUALQUIERA DE LA UNIDAD. Se multiplica el nú- 
mero dado por el cuadrado del denominador de la parte 
alícuota, del producto se extrae la raíz entera y el resulta-
do se divide por el denominador de la parte alícuota. 
EJERCICIOS. 
I.° Hallar la raiz de 23 en menos de una milésima. 
2. ° Hallar la raiz de 85 en menos de un séptimo. 
3.° Hallar la raiz de is en menos de una centésima. 
4.° Hallar la raiz de -7  en menos de un veinte ayos. 
280. CONDICIONES DE IRRACIONALIDAD, son los carac- 
teres mediante los cuales podemos conocer si un número tie-
ne 6 no raiz exacta. 
Claro está, que para conocer si un número tiene 6 no 
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raiz exacta bastará extraer la raiz y si es exacta el número 
 
será racional y en el caso contrario irracional, pero aquí nos 
 
vamos á ocupar de los caracteres mediante los cuales sin 
 
efectuar la operación podemos conocer si tienen los núme-
ros ó no raiz exacta, siempre que su reconocimiento sea más 
 
fácil que la ejecución de la operación, lo que hace que estos 
 
sean bien limitados, los principales son los siguientes. 
 
1.0 Para que un número entero sea cuadrado perfecto, 
 
es preciso que sus factores primos tengan exponentes pares 
 
(166, i.°): es claro, que este carácter solo se podrá aplicar 
 
cuando sea fácil descomponer el número en sus factores 
 
primos. De donde si un entero es divisible por un número 
 
primo y no lo es por su cuadrado, es irracional; así como si 
 
termina en un número impar de ceros.  
2.° Si un número entero termina en 2, 3, 7 ú 8 no ten-
drá raiz exacta: pues el cuadrado de un entero termina en 
 
la misma cifra que el cuadrado de sus unidades (272) y los 
cuadrados de los 9 primeros números no termina en nin-
guna de dichas cifras.  
3.° Para que un quebrado sea cuadrado perfecto, 
 
es necesario que el producto de sus dos términos tenga 
 
raiz exacta: en efecto, si tenemos el quebrado en que 
 
se verifica que el producto de sus dos términos es 144=12 4 , 
decimos que será cuadrado perfecto; una vez que tendre- 
mos 8X18=I2', 
= '
--'. / s_12 18 182 V 18 
=18  
LECCIÓN 32.' 
itulz oiíUlcu. 
 
281. RAIZ CÚBICA DE UN NÚMERO ENTERO, es otro en-
/era cuyo cubo nos reproduzca el número propuesto. Así, la  
raiz cúbica de 27 es 3 porque 3 elevado al cubo es 27. 
 
4 
 
^ ^ ^
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RAIZ CÚBICA ENTERA DE UN NÚMERO, es la raiz cúbica 
del mayor cubo entero contenida en dicho número. Así, la 
raiz cúbica entera de 39 es 3 porque el mayor cubo entero 
contenido en 39 es el de 3, el del número consecutivo 4 ya 
es mayor que 39; y por tanto se acostumbra á tomar por 
raiz cúbica en menos de una unidad la de 3 3 que es 3, por 
defecto, en lugar de tomar la de 43 que es 4, por exceso; 
pues si necesitamos la raiz cúbica por exceso, no tendríamos 
más que aumentar en una unidad la de por defecto. Aquí 
corno en la raiz cuadrada; se llama resto, á la diferencia 
entre el radicando y el cubo de su raiz cúbica entera; y 
exceso, á la diferencia entre el cubo de la raiz cúbica por 
exceso y el radicándo: así como también para conocer el 
exceso, una vez conocido el resto, bastará restar del triplo 
cuadrado de la raiz mas el triplo de la raiz mas uno, el 
resto: y por último como allí nos ocuparemos I .° de la raiz 
cúbica de los enteros, después de los fraccionarios y por 
último de la aproximación que deseemos de las inexactas. 
282. RAIZ CÚBICA DE LOS NÚMEROS ENTEROS. En la 
extracción de la raiz cúbica de los números enteros, nos 
conviene, aunque el procedimiento es único, considerar 
para mayor sencillez en la exposición dos casos: I.° que el 
número sea menor que 1 000; 2. ° que sea mayor que 1 000. 
El primer caso se resuelve teniendo en cuenta la 
tabla, de los cubos de los 9 primeros números, siguiente. 
Números.. 
Cubos.. . 
I 2 3 4 	 5 	 6 	 7 	 8 	 9 
1 4 27 64 125 216 343 5 12 7 2 9 
Para por medio de esta tabla encontrar la raiz cúbica 
exacta ó entera de un número menor que 1000, no hay 
más que ver en la fila de los cubos si está el radicando ó 
se encuentra entre dos consecutivos; en el primer caso la 
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raiz cúbica exacta será la cifra correspondiente de la fila 
de los números; en el 2.° la raiz cúbica entera, será la cifr a 
de la fila de los números correspondiente al cubo inme-
diato menor que el radicando. Así, la raiz cúbica de  I 25 
es 5 y la de 286 es 6. Como digimos en la raiz cuadrada 
la ventaja consiste en saberse la tabla de memoria. 
El segundo caso se funda en el anterior y en la com-
posición del cubo de un número que consta de decenas 
y unidades; una vez que siendo el número dado mayor 
que i 000, su raiz cúbica será mayor que i o y constará 
por consiguiente de decenas y unidades, pero como á todo 
número se le puede considerar como el cubo de su raiz 
cúbica, tendremos que todo número mayor que i 000 se 
le puede considerar como compuesto de cuatro partes que 
son: La cubo de las decenas de su raiz cúbica; 2. a triplo 
cuadrado de las decenas por las unidades; 3. a triplo de las 
decenas por el cuadrado de las unidades; y 4. a el cubo de 
las unidades. Ahora bien, el cubo de las decenas de su raiz 
cúbica, sabemos que es un número exacto de millares; el 
triplo del cuadrado de las decenas por unidades, es un nú-
mero exacto de centenas; el triplo de decenas por el cua-
drado de las unidades, es un número exacto de decenas; y 
el cubo de las unidades, es un número exacto de unidades: 
mas como estas cuatro partes mas el resto, si lo hay, es-
tán todas reunidas en el número dado, se comprende que 
si pudiéramos separar el cubo de las unidades, extrayendo 
la raiz cúbica por el primer caso, obtendríamos las unida-
des de raiz cúbica del radicando, así como si pudiéramos 
separar el cubo de las decenas, extrayendo la raiz cúbica 
de la misma manera, obtendríamos las demás de la raiz 
cúbica: pero del cubo de las unidades solo sabemos que 
es un número exacto de unidades y no podemos saber las 
 
     
     
     
   
k 
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decenas y centenas que se han agregado á las restantes 
 
partes, mientras que del cubo de las centenas, sabemos que 
 
es un número exacto de millares, y que por tanto no pue-
den estar contenidos más que en los millares del nú-
mero propuesto—pudiendo contener los millares del radi-
cando los que hubiesen podido provenir de las restantes 
 
partes mas las del resto, si lo hay—luego extrayendo la 
 
raiz cúbica de los millares de un número mayor que i 000, 
 
no puede encontrarse un número menor que las decenas de 
 
su raiz cubica, pero mayor tampoco; pues el caso más des-
favorable sería aquel en que las unidades fuesen el núme-
ro mayor posible que es 9, y aun en este caso como 9 es  
menor que r o, se deduce inmediatamente que, el triplo del  
cuadrado de decenas por unidades, mas el triplo de dece-
nas por el cuadrado de unidades, mas el cubo de las unida-
des, mas el resto, si lo hay, no han podido dar lugar á un  
número de millares suficiente para que encontremos una  
decena más en la raiz cúbica: por tanto, extrayendo la raíz  
cúbica de los millares de un número mayor que mil, obten-
dremos necesariamente las decenas de la raiz cúbica de ese  
número: encontradas las decenas de la raiz cúbica para en-
contrar las unidades bastará observar que si restamos del  
radicando el cubo de las decenas de la raiz cúbica, en el  
resto quedarán; el triplo cuadrado de decenas por unida-
des, mas el triplo de decenas por el cuadrado de las unida-
des, mas el cubo de las unidades, mas el resto, si lo hay;  
pero el triplo del cuadrado de las decenas por las unidades es  
un número exacto de centenas, luego solo se podrán encon-
trar en las centenas del resto, y como este puede contener  
además las centenas que pueden provenir de las restantes  
partes, es claro que si dividimos las centenas del resto por  
el triplo del cuadrado de las decenas de la raiz no podemos  
26 
^ 
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encontrar un número menor que las unidades, pero sí ma-
yor; pues solo el resto nos puede dar un número de cente-
nas mayor que el triplo cuadrado de las decenas, que es el 
divisor (272, c.° 2.°): de donde para averiguar si la cifra de 
las unidades es la verdadera ó mayor que la verdadera, ha-
brá que elevar la raiz cúbica encontrada al cubo y ver si se 
puede restar del radicando, ó mejor, puesto que del radican-
do se ha restado ya el cubo de las decenas, ver si se puede 
restar del resto, el triplo del cuadro de las decenas por las 
unidades, el triplo de las decenas por el cuadrado de las 
unidades y el cubo de las unidades —partes que se forman 
con facilidad, poniendo á la derecha del triplo de las dece-
nas las unidades, multiplicando el número así formado por 
las unidades, con lo que tendremos triplo de decenas por 
unidades y cuadrado de unidades, el producto lo sumaría-
mos con el triplo cuadrado de decenas, teniendo en cuenta 
que son centenas, y la suma, que contendría el triplo cua-
drado de decenas, mas el triplo de decenas por unidades 
mas el cuadrado de las unidades, la multiplicaríamos por 
las unidades —en cuyo caso la cifra de las unidades será la 
verdadera y sino será mayor que la verdadera y se la dis-
minuye en una unidad. Más como dada la manera de formar 
las partes contenidas en el resto, cuando hayamos,encontra-
do la suma del triplo cuadrado de decenas, con el triplo de 
decenas por unidades y el cuadrado de las unidades, basta-
rá aplicar el procedimiento empleado en la división para co-
nocer si la cifra es la verdadera ó mayor que la verdadera, 
es claro que nunca pondremos para las unidades una cifra 
que no sea la verdadera. Para mayor claridad aplicaremos 
los razonamientos expuestos á un ejemplo: así, si nos propo-
nemos encontrar la raiz cúbica del número 736211425, que 
es mayor que 1 000, su raiz cúbica será mayor que 1 o y por 
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tanto contendrá decenas y unidades; las decenas, como son 
un número exacto de millares, se obtendrán extrayendo la 
raiz de los 7362 I 1 millares del número propuesto, pero como 
este número de millares es mayor que I 000, también su raiz 
cúbica constará de decenas y unidades, y las decenas se 
hallarán extrayendo la raiz cúbica de los 736 millares de ese 
número: ahora bien, como 736 ya es menor que 1 000 sa-
bemos que su raiz cúbica entera es 9, luego esta será la cifra 
de las decenas de la raiz cúbica de 736211, restando de 
este número el cubo de 9 decenas, que son 72900o unidades, 
el resto es 72 I I unidades—que hubiésemos encontrado lo 
mismo restando de 736 el cubo de 9 es que 729 y poniendo 
á la derecha el resto 7, las 2 I I unidades con las cuales no 
hemos operado—obtenidas las decenas, para hallar las uni-
dades tendremos que dividir las 72 centenas del resto por 
el triplo cuadrado de las decenas de la raiz cúbica, que son 
243 centenas, pero como este número de centenas es ma-
yor que 72, esto nos dirá que esta raiz cúbica no tiene uni-
dades y habrá que ocupar su lugar con un cero; por tanto 
la raiz cúbica de 736211 es 90 que serán las decenas 
de la raiz cúbica del número propuesto 736211425;  para 
hallar las unidades, habrá que restar del número el cubo de 
90 cuyo resto será 7211425  y las 72114 centenas del res-
to, dividirlas por el triplo cuadrado de 90 decenas que son 
24300 centenas, el cociente es 2; pues poniéndolo á la de-
recha del triplo de 90 que es 27o se forma el número 2702 
que multiplicado por 2 nos dá 5404 que sumado con 24300 
centenas, se obtienen 2 435404 unidades, que contienen el 
triplo cuadrado de decenas, mas el triplo de decenas por 
unidades mas el cuadrado de las unidades, y corno multi-
plicando este número por 2 que son las unidades se forman 
las partes contenidas en el resto y ese producto se puede 
V736.211.425 
 729 
'72114.25 
Reato 2340617 
Exceso 102902 
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restar de él, dándonos de resto 2340617; claro está que la 
raiz cúbica buscada es 902 y el resto 2340617, la raiz cúbi-
ca por exceso sería 903 y el exceso 102902 diferencia entre 
el triplo cuadrado de raiz cúbica entera, mas el triplo de 
esta raiz mas una unidad y el resto 2340617; por tanto la 
raiz cúbica por exceso en este caso es más aproximada que 
la entera. 
El número de cifras de la raiz cúbica es igual al cocien-
te exacto ó por exceso de dividir por tres el total de cifras 
del número propuesto (I05) ó lo que es lo mismo al núme-
ro de secciones de á 3 cifras que contenga el número, con-
tando de derecha á izquierda, pudiendo tener la última una 
ó dos cifras. 
La operación se dispone prácticamente en esta forma. 
DISPOSICIÓN PRÁCTICA. 
902 raiz cúbica entera, 903 raiz cúbica por exceso. 
24300) 4 	 2702 
5404 	 2 
2435404 
2440812 triplo cuadrado de 902) 
2706 triplo de 902 	 k 244351 
1 
De lo expuesto se deduce la siguiente regla para ex-
traer la raiz cúbica de un número entero. 
REGLA PARA LA EXTRACCIÓN DE LA RAIZ CÚBICA. Para 
extraer la raiz cúbica de un número entero, se divide el 
número en secciones de á tres cifras principiando de derecha 
á izquierda, la última sección de . la izquierda podrá tener 
una ó dos cifras; 
 hecho esto, se trazan las líneas de la divi-
sión para escribir la raiz en el lugar del divisor y los divi-
sores respectivos debajo de la raiz cúbica: así dispuesta la 
operación, se extrae la raíz cúbica de la primera sección de 
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la izquierda y así obtendremos la cifra de orden superior de 
ltt raíz cúbica, una vez obtenida se eleva al cubo y se resta 
de la pri^nera sección, á la derecha del resto se escribe la si-
guiente sección y del número así formado se separan las dos 
primeras cifras de la derecha, dividiendo las que queden á 
la izquierda por el triplo cuadrado de la raiz hallada, el 
cociente será la cifra del orden inmediato inferior de la raiz 
cúbica ó una cifra mayor, para ,saber si es la cifra verda-
dera ó mayor que la verdadera, se escribe á la derecha °del 
triplo de la raiz encontrada la cifra que vamos hallar y el 
número así formado se multiplica por la misma cifra el 
producto se suma con el divisor, que es el triplo cuadrado 
de la raiz encontrada, teniendo en cuenta que es un número 
exacto de centenas, y la suma se multiplica por la cifra que 
vamos hallar cuyo producto vemos si se puede restar, por el 
procedimiento de la división, de todo el resto—una vez en-
contrada la siguiente cifra de la raiz y el resto respectivo, á 
la derecha del resto se escribe la sección siguiente y con el 
número así formado se opera de la misma manera que con el 
anterior para obtener la cifra del orden inmediato inferior; 
 y así se continúa hasta obtener todas las" cifras de la raiz 
cúbica. Si algún dividendo parcial es menor que el divisor 
se escribe cero en la raiz cúbica y se continúa la operación. 
Después de encontrar el primer divisor el siguiente y los 
demás se hallan separando el divisor anterior, escribiendo 
á su derecha el cuadrado de la última cifra obtenida y su-
mando con ella todo lo que está escrito debajo. Esta regla tie-
ne partes esenciales y partes convenientes; las esenciales son 
obtener los diferentes órdenes de unidades de la raiz cúbica 
separadamente, principiando por el orden superior y conti-
nuando por los órdenes correlativos descendentes; pues es 
de la única manera que podemos ir separando del radicando 
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las diferentes partes de que está compuesto: las convenien-
tes son la división en secciones de tres cifras, principiando 
de derecha á izquierda, y el trazado de las rayas de la di-
visión, así como la separación de los dividendos parciales, la 
escritura de los divisores y manera de encontrarlos; pues 
todas ellas faciliten y abrevian notablemente la operación. 
EJERCICIOS. 
1.° 	 475236= '2. ° .72345802= 3.° 	 200040000025= 
ESCOLIO. En esta operación el resto no puede ser ma-
yor que el triplo cuadrado de la raiz cúbica hallada mas 
el triplo de esa raiz cúbica (272, c.° 2.°).  
Siendo fácil ver, que las raices entera y por exceso 
no están igualmente aproximadas. 
283. RAIZ CÚBICA DE LOS NÚMEROS FRACCIONARIOS. 
Por las mismas consideraciones expuestas en la raiz cua-
drada (276) nos conviene aquí para mayor sencillez en la 
exposición considerar tres casos: I.° que el número frac-
cionario sea decimal; 2. ° que siendo ordinario, el denomi-
nador tenga raiz cúbica exacta; 3.° que siendo ordinario, 
el denominador no tenga raiz cúbica exacta. 
El primer caso, como el denominador es siempre una 
potencia de t o, para que tenga raiz exacta es preciso que 
esta potencia sea divisible por 3 (166, t .°), lo cual se con-
seguirá haciendo que el número de cifras de órdenes sub-
décuplos sea divisible por tres; para esto bastará poner 
uno ó dos ceros á la derecha del número decimal, cuando 
el número de cifras de los órdenes subdécuplos no sea múl-
tiplo de tres, y corno evidentemente la raiz cúbica de una 
potencia de to cuyo exponente sea divisible por tres, es 
una potencia de t o cuyo exponente sea la tercera parte, 
tendremos la regla siguiente. 
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REGLA PARA EXTRAER LA RAIL CÚBICA DE UN NÚMERO 
DECIMAL. Se hace que el número de cifras de los órdenes 
suódécuplos sea múltiplo de tres, se extrae la raíz cúbica 
del número como si fuese entero, separando en la raíz cú-
bica la tercera parte de las cifras de los órdenes suódé-
cuplos. 
El segundo caso se resolverá extrayendo la raiz cú-
bica exacta ó entera del numerador y dividiéndola por la 
exacta del denominador: si queremos extraer la raiz cú- 
bica de 	 tendremos 
 
, re os evidentemente . "  27 	 3 • una 
 125 - 5 
3 3 3 _ 33 _ 27 
vez que xx 5 53 J 1.25 : y si queremos extraer 
la raiz cúbica de 4o  tendríamos 3_ 	 3 / 40 < 4 una  
	
li4 ' 	 4 	 V 64 
	
4 
3 	 3 	 3 	 733 	 27 	 40 	 4 	 41 	 4 vez que 4 x 4 - 4 = 43 = 64 C 64 ' y 4 x 4 X 4 = 
4' 	 64 	 40 	 40 
4; = > : por tanto, 
3 
64 
	
será la raiz cúbica de --6T en 
menos de -4 por defecto, y 4  la raiz cúbica en menos tam-
bién de 4 por exceso. 
El tercer caso, se transforma evidentemente en el 
segundo multiplicando los dos términos del quebrado por 
el cuadrado de su denominador, 6 bien, cuando esto sea 
posible, por un número menor que haga que el denomi-
nador tenga raiz cúbica exacta: esto sucederá cuando des-
compuesto el denominador en sus factores primos, los ex-
ponentes de estos sean distintos de uno; pues entonces 
bastará para que todos los exponentes sean múltiplos de 
tres, multiplicar los dos términos por el producto de los 
factores primos cuyos exponentes sean primos con tres: 
afectados del exponente I 6 2 que les falte para que sean 
divisibles por tres: así si queremos extraer la raiz cú- 
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bica de 7 ; tendremos desde luego 	 ^^ 7 ^ 
/  343 
y por tanto 	 < ^/ < __1-;  mas si queremos  
extraer la raiz cúbica de 35  , tendremos 3 /  5  V 396 , - 
/ 	 5 	 ; / 5x2x 3x 11 3 3 / 	 3630 	 y por 
3V 2; x3+,x11 - V 2'x33 x11 3 V 23 x33 x113 
tanto  1 5  <  / ^5 	 16 
	
66 	 V 396 	 66 • 
De lo expuesto se deduce la siguiente regla para la  
extracción de la raiz cúbica de los números fraccionarios.  
REGLA PARA LA EXTRACCIÓN DE LA RAIZ CÚBICA DE  
LOS NÚMEROS FRACCIONARIOS. Se /lace que el denomina- 
dor tenga raíz cúbica exacta, y la raiz exacta 6 entera 
 • 
 del numerador se divide por la exacta del denominador. 
EJERCICIOS.  
1 .° 0'896421= 3 24'7854=2. 6 ` / 
	 729 ^ / 343 -/237 
ESCOLIOS. I.° La aproximación que se obtiene apli-
cando la regla dada es menor que la unidad partida por  
la raiz cúbica del denominador, que en los números deci-
males es siempre menor que una unidad del órden ínfimo  
obtenido en la raiz. 
 
2.° 
 Reduciendo los quebrados ordinarios á decimales,  
siempre se puede obtener la raiz de un número fracciona-
rio en menos de una unidad del orden subdécuplo que  
deseemos. 
 
28 L APROXIMACIÓN DE LA RAIZ CÚBICA DE LOS NÚMEROS 
 INCOMENSURABLES. Por las consideraciones expuestas en la  
raiz cuadrada (278), se obtendrá la raiz cúbica de un nú-
mero que no la tenga exacta en menos de una parte  all- 
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cuota de la unidad, multiplicando el número propuesto por 
el cubo del denominador de la parte alícuota, del producto 
se extrae la raiz cúbica entera y la dividiremos por dicho 
denominador. Por ejemplo si querernos obtener la raiz 
cúbica de 9 en menos de 1 , diríamos s = Vox 7 3   
7 
3087 , y 
 por tanto 14 < / g < 15 7 
De lo expuesto se deduce la regla siguiente. 
285. REGLA PARA EXTRAER LA RAIZ CÚBICA DE UN NÚ-
MERO QUE NO LA TENGA EXACTA EN MENOS DE UNA PARTE 
ALÍCUOTA CUALQUIERA DE LA UNIDAD. Se multiÓl2ca el nú-
mero dado por el cubo del denominador de la fiarte alícuota, 
del producto se extrae la raiz cúbica entera y el resultado 
se divide por el denominador de la parte alícuota. 
EJERCICIOS. 
I.° Hallar la raiz cúbica de 18 en menos de una cén-
tésima. 
2.° Hallar la raiz cúbica de 47 en menos de un noveno. 
3.° Hallar la raiz cúbica de 13 en menos de una mi- 
lésima. 
4.° Hallar la raiz cúbica de 1z en menos de un diesie- 
teavo. 
286. CONDICIONES DE IRRACIONALIDAD. Por lo expues-
to (28o) los caracteres de irracionalidad relativos á la raiz 
cúbica principales son los siguientes: 1 Para que un núme-
ro entero sea cubo perfecto, es preciso que sus factores 
primos tengan exponentes que sean múltiplos de tres (166, 
I .°): es claro que este carácter solo se podrá aplicar cuando 
sea fácil descomponer el número en sus factores simples. 
27 
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De  donde si un número entero es divisible por un número 
primo  y no lo es por su cubo, es irracional: así como si ter-
mina en número de ceros que no sea múltiplo de tres. 
2.° Para que un quebrado sea cubo perfecto, es nece-
sario que el producto de su numerador por el cuadrado de 
su denominador, tenga raiz cúbica exacta; en efecto si te-
nemos el quebrado
s 
 en que se verifica que el producto 
del numerador por el cuadrado del denominador es 157464 
=54' decimos que será cubo perfecto; una vez que tendre- 
mos 24 X 81 2 = I 57464=545,  de donde 	 y por 
tanto 
3 
/  
--54 81 	 81 • 
CAPÍTULO II. 
Cálculo de los números aproximados. 
LECCIÓN 33.' 
Nociones proliuninares. 
287. Ya sabemos que los números incomensurables se 
expresan por comensurables tan próximos á ellos como se 
desee (269), así como para calcularlos nos servimos del 
mismo artificio (271); mas en uno y otro caso, ni la expre-
sión ni los resultados de las operaciones son exactos; si no 
aproximados: de aquí la necesidad de calcular con números 
aproximados y poder apreciar en cada caso, tanto el grado 
de aproximación de los datos como el del resultado. 
Por otra parte, como el medir dá lugar á números in-
comensurables y las medidas, ya se hagan directa ó indirec-
tamente, es raro se tomen completamente exactas—pues á 
ellos se oponen las condiciones de los instrumentos métricos 
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y la habilidad del que ejecute la medición--claro está, que los 
números determinados por la medición solo ofrecen al cálcu-
lo datos incompletos que se aproximarán cuanto se desee á 
un límite fijo. Además el cálculo mismo nos suministra—
las raices, que ya hemos visto, logaritmos, senos, etc., que 
ya veremos—una porción de números que por su manera 
de originarse sólo pueden considerarse como aproximados, 
aunque el error que se corneta en cada caso sea desprecia-
ble. Todo esto, y el necesitar distinto grado de aproxima-
ción en las distintas aplicaciones de las Matemáticas, hace 
que el cálculo de los números aproximados necesite resol-
ver las dos cuestiones siguientes: 
r .a Dada la aproximación de los datos, determinar la 
del resultado. 
2. a Dada la aproximación del resultado, determinar la 
que hayan de tener los datos. 
La primera se llama cuestión directa; la segunda 
inversa. 
Como nosotros hemos adoptado el sistema de nume-
ración decimal, nos conviene expresar todos los números 
exacta ó aproximadamente por medio de este sistema, lo 
cual, según hemos tenido ocasión 'de ver, siempre lo po-
demos conseguir y por tanto cuando empleemos números 
aproximados entenderemos que su aproximación es menor 
que media unidad de su último orden. Así 76 será un nú-
mero comprendido, si es aproximado, entre 75'5 y 7 6 '5, 
32'742 será un número comprendido entre 32'7415 
y 32'7425, 0`200 será un número comprendido entre 
0'1995 y  0'2005,796 centenas será un número compren- 
dido entre 7955 0 y 79650,25 - 32 - será un número compren-
dido entre 25 6 y 26 4,--6-1 • 
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Siempre que se nos dé un número con mayor aproxi-
mación que la que necesitemos para el fin que nos propon-
gamos, se abrevia despreciando las cifras de los órdenes in-
feriores, agregando una unidad á la última cifra apreciada, 
cuando la siguiente sea 5 ó mayor que 5. Así, 45'896784, 
se puede poner en su lugar, cuando así nos convenga, 45'9 
en menos de media décima, 45'90 en menos de media cen-
tésima, 45'897 en menos de media milésima y 45`8968 
en menos de media diez milésima, así como 46 en menos 
de media unidad y 5 en menos de media decena. 
288. Los números aproximados están afectados de un 
cierto error cuyo límite podemos conocer en cada caso, 
este error es lo que se llama error absoluto, es decir, me-
nos de una ó media unidad del último orden del número 
aproximado. Mas el error que nos conviene considerar en 
los cálculos no es el absoluto, sino el relativo, que es la 
relación entre el error absoluto ó su límite y el número 
exacto ó aproximado. Así 7`234 si es aproximado, su 
error absoluto será menor que una ó media milésima y su 
ow 
error relativo sera o .23 — 1 • si tuviésemos el número 
exacto 85'427 y en su lugar tomásemos 85'42 el error 
absoluto sería siete milésimas y el relativo  00°7 	 7  8.,427 — 85427 • 
Es preferible el error relativo en la mayor parte de los 
casos, porque un mismo error absoluto puede ser despre-
ciable en algunos casos y en otros no, y cuando puede 
suceder lo uno ó lo otro nos lo dice inmediatamente el 
error relativo. Así, si al medir dos longitudes una de 7 
metros y otra de 543 6 , se ha cometido en cada una el 
error de un metro, en el 2.° caso puede ser despreciable y 
en el i .° no: esto se vé enseguida apelando á los errores 
1 	 1 
relativos 7 y 
 54s6 • 
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ESCOLIO. Hay que observar que los números que tie-
nen las mismas cifras significativas tienen el mismo error  
relativo.  
289. Como rara vez conoceremos el error absoluto de  
un número aproximado, sino su límite; de aquí la necesi-
dad de conocer un límite del error relativo cuando se co-
noce un límite del error absoluto, y viceversa: límites, que  
determinaremos mediante los teoremas siguientes.  
I.° Cuando un número aproximado tiene exactas, la  
primera cifra significativa de la izquierda y las que la  
siguen á la derecha hasta un orden dado, el error. relativo  
es menor que la unidad dividida por la unidad seguida de  
tantos ceros como cifras exactas haya á la derecha de la  
primera cifra significativa. 
 
En efecto, sea el número exacto 4267564, si toma-
mos solo las dos primeras cifras de la izquierda tendremos  
el número aproximado 420, cuyo error absoluto es menor  
que 1o; mas el número exacto es mayor que 400; luego el  
error relativo es menor que 4W = , y como 	 < 1U , 
queda el teorema demostrado.  
2.° Cuando el error relativo de un número aproxima-
do es menor que la unidad dividida por la unidad se-
guida de un número determinado de ceros, serán exactas 
tantas cifras significativas de la izquierda del número  
aproximado como ceros siguen á la unidad.  
En efecto, sea el número aproximado 420, cuyo  
error relativo es menor que --v-5-1 e1^
 
 , como el número exacto es  
menor que i 000, el error absoluto será menor que iô 
X 1000 = i oo; es pues exactà la primera cifra de la iz-
quierda  conforme al teorema.  
T 
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EJERCICIOS. 
1.° ¿Cuál es el límite del error relativo del número 
aproximado 37'85764, que tiene exactas las cuatro prime-
ras cifras de la izquierda? 
2.° ¿Cuál es el límite del error relativo del número 
000 75 644, que tiene exactas las tres primeras cifras sig-
nificativas de la izquierda? 
3. °  ¿Cuál es el límite del error absoluto del número 
aproximado 1142'75648, cuyo límite de su error relativo 
es o'ooi? 
4.° 	 Cuántas cifras exactas tiene el número aproxi- 
mado 756'420052, cuyo límite de su error relativo es 
o'000 i? 
LECCIÓN 34.' 
Adición, sustracción y multiplicación. 
290. En la adición sabemos (97), que el error abso-
luto de la suma es igual á la suma de los errores absolu-
tos de los sumandos, y si los errores están dados por sus 
límites, (27 I) el límite del error absoluto de la suma 
será igual á la suma de los límites de los errores absolu-
tos de los sumandos; por tanto si nos propusiésemos su-
mar los números 756'4258 y 84'i o237 con un error 
menor que una centésima, si tomásemos estos números 
aproximados sólo en una centésima, el error sería menor 
que dos centésimas en la suma, por lo que es preciso 
aproximar á los números propuestos en menos de una 
milésima, con lo cual la suma estaría aproximada en menos 
de dos milésimas, número menor que una centésima y por 
consiguiente, la suma en menos de una centésima sería 
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840'53, que hemos obtenido aumentando en una unidad 
la cifra de las centesimas y despreciando la cifra de las 
milésimas. Si en lugar de ser dos los sumandos fuesen 
varios, como ya sabemos que la combinación de sumas 
se hace por la misma regla de la suma, no tendríamos más 
que tener en cuenta que si eran más de 
 to sumandos, 
en lugar de aproximarles en menos de una unidad del .or-
den inmediato inferior á la aproximación que se nos pide, 
se les aproxima en menos de una inferior en dos órdenes, 
y si fuesen más de Ioo en menos de una unidad inferior 
en tres órdenes y así sucesivamente. 
Como siempre que se calcula con números aproxima-
dos, estos suelen tener menos cifras que los exactos; á las 
operaciones con números aproximados se las acostumbra á 
llamar operaciones abreviadas. 
De lo expuesto se deduce la siguiente regla. 
REGLA DE LA ADICIÓN DE NÚMEROS APROXIMADOS. Para 
hallar la suma de varios números aproximados, en menos 
de una unidad de un orden cualquiera: si los sumandos son 
menos de zo se aproximan en menos de una unidad de or-
den inferior á la pedida, se aplica la regla general, y se 
desprecia la última cifra de la suma si es menor que 5 y 
si es mayor, al despreciarla se aumenta á la última que se 
aprecia una unidad: si los sumandos son más de ro y me-
nos de roo, se aproximan en menos de una unidad inferior 
en dos ordenes, y se desprecian las dos últimas cifras en la 
misma forma ; y asi 'sucesivamente. 
EJEMPLOS. 
I.° Hallar en menos de una centésima la suma de los 
números 85'4679, 706'30042, 8`74203, 0'02475. 
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2. ° 	 Hallar la suma de los números 8 4, 
menos de una decena. 
En uno y otro ejemplo se aplica la re- 
la disponiendo la operación como se vé al g 	 p 	 p 
margen, obteniendo para el primero 80053 
y para el segundo 1069 decenas. 
75 6 y 9 8 49 en 
85`467 
	
706 `3 	 9755 
	
8`742
00 	
756 
	
0.021 	 84 
800`533 10689 
Escollos. I.° La regla anterior resuelve la cuestión 
inversa (287) para el error absoluto, pero es bien fácil pasar 
al error relativo (289): si queremos resolver la cuestión di-
recta, la misma regla nos dice que la aproximación de la 
suma en menos de una unidad de un orden nos dará la 
aproximación de sus términos en menos de una unidad de 
un orden inmediato superior á la aproximación de ella si 
son menos de ro, y si son más de 10 y menos de 100 en 
menos de una unidad superior en dos órdenes, y así sucesi-
vamente. 
2.° Como si unos sumandos se aproximen por defecto 
y otros por exceso habrá compensación de errores, es con-
veniente seguir lo dicho (287) respecto á la aproximación 
en menos de media unidad, por más que ordinariamente se 
aproximan por defecto. 
291. En la sustracción, los errores de los términos (98) 
se compensan, estando tornados en el mismo sentido, de 
donde se deduce la siguiente regla. 
REGLA DE LA SUSTRACCIÓN DE NÚMEROS APROXIMADOS. 
Para hallar la diferencia de dos números aproximados, en 
menos de una unidad de un orden cualquiera, se aproxi-
man en menos de una unidad del orden pedido los términos 
y se restan aplicando la regla general. 
Ejemplo. Hallar en menos de o`ooi, la diferencia entre 
75'8432 y 48`32Io23. 
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Se aplicará la regla aproximando los términos en 
75`843 
menos de una milésima, y se ejecutará la operación 
48
,321 
como se vé al margen, encontrando por resulta- 
21'522 
do 27'522. 
Escollos. 1.° La regla anterior resuelve la cuestión 
inversa, para el error absoluto, mas es bien fácil pasar al 
error relativo (289): si queremos resolver la cuestión di-
recta, la misma regla nos dice que la aproximación de los 
términos tiene que ser la misma que la de la diferencia. 
2.° Si uno de los términos se aproxima por defecto y otro 
por exceso, se acumularán los errores, y por tanto es con-
veniente aproximar los dos términos en el mismo sentido, 
que como ya hemos dicho en la adición se acostumbra á 
aproximar los datos por defecto. 
292. En la multiplicación, la aproximación del pro-
ducto no puede ser mayor que la del producto del factor 
menos aproximado por la cifra de orden superior del factor 
más aproximado (290). Por tanto se toma el factor menos 
aproximado por multiplicando y el más aproximado por 
multiplicador, multiplicando la cifra del multiplicador del 
orden más elevado por el multiplicando 
 - para obtener el 
primer producto parcial que se obtendrá con una aproxi-
mación dada por la regla de la adición (29o), y para ob-
tener los demás productos parciales con la misma aproxi-
mación, se aproxima el multiplicando cada vez más, teniendo 
en cuenta de las cifras que se desprecian, sólo la que in-
fluya en la última cifra del primer producto parcial. 
Como en nuestro sistema las unidades de cada orden 
no pueden pasar de 9, si para fijar las ideas suponemos que 
la cifra del orden superior del multiplicador es la de las 
unidades simples, el error del primer producto parcial y 
siguientes será menor que una unidad del orden inmediato 
28 
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superior á la aproximación del multiplicando, y por conse-
cuencia el error del producto, si los productos parciales no 
pasan de diez, será menor que la unidad superior en dos 
órdenes á la de la aproximación del multiplicando; esto nos 
conduce, teniendo en cuenta además la suma de los valores 
absolutos de las cifras del multiplicador, á la siguiente 
regla. 
REGLA DE LA MULTIPLICACIÓN DE NÚMEROS APROXIMA-
DOS. Para hallar el producto de dos números aproxi-
mados, en menos de una unidad de un orden cualquiera; 
 si la suma de los valores absolutos de las cifras del mul-
tiplicador es menor que diez, se encuentran todos los pro-
ductos parciales en menos de una unidad del orden inferior 
á la pedida, y en el producto total se desprecia la última 
cifra de la derecha, como en la suma: si la suma de los 
valores absolutos de las cifras del multiplicador es mayor 
que diez y menor que ciento, se encuentran los productos 
parciales en menos de una unidad inferior en dos órdenes 
á la pedida, y en el producto total se desprecian las dos 
últimas cifras de la derecha en la misma forma; y así 
sucesivamente. Se dispone prácticamente la operación, para 
obtener con facilidad los productos parciales con la apro-
ximación que se desee, escribiendo debajo de la cifra del 
multiplicando, del orden inferior al que hayan de aproxi-
marse los productos parciales, la cifra de las unidades del 
multiplicador, escribiendo las demás en orden inverso; 
hecho esto, se obtienen los productos parciales por la re-
gla general, despreciando las cifras del multiplicando que 
estén á la derecha de la cifra del multiplicador que dá el 
producto, teniendo en cuenta de las cifras despreciadas 
sólo la que influye en la primera cifra de cada producto 
parcial, y como todos los productos parciales expresan uni- 
-283- 
dades de igual orden, se disponen con arreglo á la regla 
general de la suma: 
Ejemplo. Hallar el producto de 756864321 por 
657`23104658, en menos de una milésima. 
Como la suma de los valores absolutos 
'756'864321 del multiplicador es mayor que i o y menor 
	 8,564 0132756  
que 10o, se escribe la cifra de las unidades 
	
454118 59250 
37843 21605 
del multiplicador debajo de las cifras de las 
	
5298 05025 
151 37286 
cienmilésimas del multiplicando y las demás 
	 22 70593 
en orden inverso como se vé al margen, y 
	
73' 
se aplica la regla, que después de separar 
	
4.53 
37 
las dos últimas cifras de la derecha nos dá 
	 6 
para producto 497434`730 
	
497434'72978 
Escollos. 1.° Cuando al aplicar la regla, como en el 
ejemplo anterior, hay cifras del multiplicador á la derecha 
ó á la izquierda que no tienen cifras correspondientes en el 
multiplicando se sobreentiende que las cifras correspon-
dientes son ceros. 
2.° La regla anterior resuelve la cuestión inversa para 
el error absoluto, pero es fácil pasar al error relativo (289): 
si queremos resolver la cuestión directa, como quiera que 
la regla nos dice que hemos de aproximar el multiplicando 
en menos de una unidad inferior _ en un orden á la aproxi-
mación pedida en el producto, si la suma de los valores ab-
solutos de las cifras del multiplicador es menor que lo, 
inferior en dos órdenes, si la suma es mayor que lo y ma-
yor que 100, y así sucesivamente; y respecto al multiplica-
dor la aproximación por lo menos ha de ser la del multipli-
cando; se deduce que la aproximación del producto será 
superior en un orden á la de los factores, si la suma de los 
valores absolutos de las cifras del multiplicador es menor 
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que  I o, superior en dos órdenes, si dicha suma es mayor 
que io y menor que loo, y así sucesivamente. 
EJERCICIOS. 
1. Hallar en menos de o'oi el producto de 7 5 6 x 1/ -"T 
2.° Hallar en menos de o&ooi el producto de 
7'5649 x (3 3 —I) 
I 	 I 	 I 	 I 3.° Hallar la suma -2 -F2.3'2.3.4+2.3.4.5 , en me- 
nos de o'00000 I . 
4.' ¿Cuál sería el error del producto de los números 
4'25 y  o'7o4 que el primero está aproximado en menos de 
una centésima y el segundo en menos de una milésima. 
ESCOLIO GENERAL. Las reglas que hemos dado para nú-
meros que pertenecen á un sistema de numeración son 
igualmente aplicables á números que pertenecen á un siste-
ma de mensuración, teniendo en cuenta lo expuesto en las 
operaciones respectivas con números enteros y fracciona-
rios; y resolviendo aquí como allí los mismos problemas, 
que en su virtud son generales para toda clase de números. 
LECCIÓN 35.' 
Division, potencias y raíces. 
295. En la división, el cociente, cuando no es exacto, 
está aproximado en menos de una unidad del orden ínfimo 
del dividendo (228); lo que hace, que la aproximación del 
cociente dependa del dividendo, sin que por esto deje de 
aproximarse el divisor. Mas teniendo en cuenta que en la 
multiplicación para obtener todos los productos parciales 
con el mismo grado de aproximación, considerábamos al 
multiplicando con una cifra menos según íbamos obtenien- 
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do los productos parciales, esto mismo hacemos aquí con 
el divisor, si bien con el fin de que el error cometido en 
virtud de esta abreviación no influya en el resultado, to-
mamos siempre como último divisor un número que sea 
por lo menos igual á 9 veces el número de cifras del co-
ciente; esto simplifica notablemente la operación pues nos 
evita considerar mas cifras en el dividendo que las nece-
sarias para obtener la primera cifra del cociente, es decir, 
la cifra del cociente del orden superior; una vez que los 
demás dividendos parciales son los restos que sucesiva-
mente vamos encontrando. Así si quisiéramos hallar el co-
ciente de dividir 78'96543 por 8`976 en menos de una 
centésima, como el cociente ha de tener tres cifras, el úl-
timo divisor será 89 número mayor que 9 por 3, y el pri-
mero y segundo serán respectivamente 8976 y 897, así 
como el primer dividendo será 78965 y los siguientes los 
restos sucesivos 7157  y  874: de suerte que no tenemos 
para nada en cuenta las dos últimas cifras de la derecha 
del dividendo y en cada división consideramos una cifra 
menos en el divisor, lo que no influye en el cociente; una 
vez que el cociente así obtenido 8'79 sería el exacto que 
obtendríamos dividiendo, por el divisor propuesto el divi-
dendo dado disminuido en 67'43 y aumentado en los pro-
ductos que se han despreciado en la multiplicación del 
divisor por 8`79, pero como el resto 67,43 es necesa-
riamente menor que el divisor y además como los produc-
tos que se han despreciado son menores que 9 x 3 cente-
nas y el último divisor tiene que ser por lo menos igual á 
ese número, que en este caso es 89 centenas, mucho ma-
yor por tanto que los productos despreciados, el cociente 
así obtenido está aproximado por defecto ó por exceso en 
menos de una centésima. 
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Claro está, que si tuviese 'más cifras el divisor que 
las necesarias para los diferentes divisores que necesitáse-
mos, no se tendrán en cuenta; y si por el contrario tuviese 
menos se suplirán con ceros, poniendo el mismo número 
de ceros en el dividendo. La operación se dispone prácti- 
camente en la siguiente forma: 
	
Como se vé al margen, en donde 	 78965 8cc76 
	
después de haber obtenido la primer ci- 	 7157 8`79 
	
fra 8 del cociente, hemos puesto un 	 67 
punto encima de la cifra 6 del divisor que 
no tenemos ya en cuenta en la división siguiente, en que 
el dividendo parcial es 7157 primer resto, y lo mismo he-
mos hecho con la cifra 7 que no consideramos tampoco 
para obtener la última cifra del cociente. 
De lo expuesto se deduce la regla siguiente. 
REGLA DE LA DIVISIÓN DE NÚMEROS APROXIMADOS. 
Para hallar en menos de* una unidad de un orden cual-
quiera, el cociente de dos números aproximados; conside-
rando al divisor como exacto, se aproxima el dividendo en 
menos de una unidad del orden pedido, hecho esto, se to-
man de la izquierda del divisor el número de cifras sufi-
cientes Mara que compongan por lo menos un número igual 
d 9 veces el número de cifras del cociente, para tomarle 
por último divisor, tomando además del divisor Tantas ci-
fras como haya de tener el cociente menos una y despre-
ciando en el dividendo el mismo número de cifras, de su 
derecha: así dispuesta la operación, se obtendrá la primera 
cifra del cociente por la regla general, y las restantes to-
mando por dividendos parciales los restos sucesivos y des-
preciando cada vez una cifra de la derecha en el divisor, 
teniéndola sólo en cuenta para agregar las decenas que 
provengan de su producto por la cifra del cociente que va- 
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yamos á encontrar. Si algún dividendo parcial contuviese 
diez veces al divisor respectivo se aumentará la última ci-
fra obtenida en una unidad y se completará el cociente 
con ceros. 
EJEMPLOS. 
i.° Hallar el cociente en menos de una unidad de los 
números 7 8 96 y 4 2 5. 
2.° Hallar el cociente en menos de una milésima de 
27542 y 81. 
Se- aplica la regla disponiendo 
789 425 275 . 420 81 la operación como se vé al mar- 364 32 420 18 3'400 
gen, obteniendo para el 1.° 18 y 24 20 
para el 2. ° 3400: este último cociente se hubiese podido 
obtener lo mismo por la regla general. 
3.° Hallar el cociente de los números 243267864 y 
42679 en menos de una unidad. 
En este ejemplo al aplicar la regla nos en- 
contramos con que el tercer dividendo parcial 
4265 es mayor que diez veces d divisor res- 
243267 
2:)872 
4265 
42679 
56 
5700 
pectivo 426, por lo que hemos aumentado la última cifra 6 
en una unidad y completado el cociente con ceros; pues en 
la hipótesis que pusiéramos ro en el cociente el resto 5 no 
sería divisible por el último divisor 42. 
Escoraos. 1.° La regla anterior resuelve la cuestión 
inversa (287) para el error absoluto, pero es bien fácil pa-
sar al error relativo (289): si quisiéramos resolver la cues-
tión directa la misma regla nos dice que la aproximación 
del dividendo tiene que ser la misma del cociente después 
de tomar en el divisor las cifras necesarias que nos darán 
su aproximación. 
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2.° Si uno de los términos del cociente se aproxima por 
defecto y el otro por exceso se acumularán los errores, y 
por tanto es conveniente aproximar los dos términos en el 
mismo sentido. 
3.' Si uno de los términos fuese exacto, el error del 
cociente sería el mismo que el del término aproximado. 
EJERCICIOS. 
1.° Calcular, con la mayor aproximación posible, el 
cociente-  7'325  cuyos términos están aproximados ambos 2'0374 
por defecto en menos de una unidad de su última cifra. 
2.° Calcular, con siete decimales exactas el cociente 
3'14159... . 
72 221 
3.° Calcular, con la mayor aproximación posible, cl 
cociente 752'45  32.904 
294. Como la elevación á potencias no tiene otro pro-
cedimiento que el de la multiplicación es claro que: el error 
relativo de una potencia de un número aproximado, es 
igual al error relativo de este número multiplicado  por el 
exponente de la potencia: y como la extracción de raices es 
operación inversa de la elevación á potencias también ten-
dremos que: el error relativo de la raiz de un número 
aproximado, es igual al error relativo de este número divi-
dido por el índice de la raiz. 
Escollos. 1.° Los escolios de .la multiplicación son 
igualmente aplicables á la elevación á potencias y extrac-
ción de raices. 
2.° El escolio general de la lección anterior es igual-
mente aplicable á esta. 
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EJERCICIOS. 
I. ° Calcular V3'14159....  en menos de una milésima. 
2. ° Calcular 334.756  con toda la aproximación posible. 
3. 0  Calcular n/756_1,/ g en menos de una milésima. 
4.° Calcular 	 2,462 con toda la aproximación posible. 
APLICACIONI 	 S. 
LIBRO I_ 
I.° Escribir y enunciar el número compuesto de 7  unidades del 
orden 15, 8 del 6, y 3 del 2, de la serie ascendente; y 4 del 9, 12 
del ji y 5 del 13 de la serie descendente: en los sistemas de nu-
meración decimal quinario, y duodecimal. En este último sistema 
se acostumbra á representar por las letras griegas alfa y beta los 
números diez y once, que para no confundirlos con el sistema deci-
mal se les expresa por las palabras dice y trice. 
2.° Reducir 7 arrobas 6 libras y 5 onzas á kilogramos. 
3.° Reducir 9 varas cuadradas 5 pies cuadrados y 7 pulgadas 
cuadradas, á centímetros cuadrados. 
29 
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4.° Reducir 7 varas cúbicas 5 pies cúbicos y 15 pulgadas cú- 
bicas á metros cúbicos. 
5.° Reducir 8 quintales métricos 6 kilogramos y 7 gramos, á 
arrobas. 
• 6.° Expresar el número 78905 escrito en el sistema decimal, 
en el, vigesimal y duodecimal. 
LIBRO II_ 
7.0 De 3000 jóvenes que han entrado en suerte, 987 saben 
leer y escribir 845 leer solamente, y los demás no saben leer ni 
escribir ¿cuántos hay de estos últimos? 
8.° Entre cuatro personas se han repartido una herencia: á la 
primera la ha correspondido el triplo de la cuarta, á la segunda, 
lo que á la tercera y la mitad de la cuarta, á la que la han co-
rrespondido 896 pesetas más que á la tercera que la tocaron 2.000: 
¿cuánto ha correspondido á cada uno? 
9.° Una fuente de una población suministra 4.000 litros de 
agua por hora, suponiendo que una familia de 6 personas nece-
site wo litros diarios: ¿qué número de familias podrán servirse de 
esa fuente? 
10.° Una rueda tiene zoo dientes, esta engrana con otra que 
tiene roo, y esta con otra que tiene 50. La primera rueda dá 90 
vueltas por minuto: ¿cuántas vueltas darán las otras en el mismo 
tiempo? 
I 1.° Un padre tiene 37 años y su hijo 7: ¿dentro de cuánto 
tiempo la edad del padre será cuádruple de la del hijo? 
12.° Dividiendo 12 7 1 y 34 1 por el mayor número posible, se 
hallan los restos 11 y 5: ¿cuál es este número? 
LIBRO III_ 
13.° Un hombre concluirá un trabajo en j de día, su mujer 
en s  y su hijo en 4: ¿cuánto tiempo tardarían los tres? 
14.° La rueda delantera de un coche cuya circunferencia es 
– I 
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de 1 7 metros dá 1 777 vueltas más que la trasera que 'en 3 me- 
tros de circunferencia: ¿cuál es la longitud del camino andátlytif 
1 5.° Una persona después de olvidar un número solo(recuerda 
que existía una diferencia de 12 entre los S  y 6  del número: ¿cuál 
es el número? 
16.° Un gasto de una casa ha ascendido desde el t.° de Enero 
hasta el 15 de Junio á 1222'30 pesetas: den cuánto hay que dismi-
nuir el gasto diario para que el gasto anual no exceda de 2000 
pesetas? 
17.° Una viña de 50  Hectáreas se ha comprado á razón de 30o 
duros la fanega: produce por término medio 7o  Hl. de vino al año, 
que se vende á 3'75 pesetas el Dl.; los gastos anuales ascienden 
á 500 pesetas: ¿cuánto por ciento produce la cantidad que se ha 
dado por la compra de esa viña? 
18.° La construcción de un canal ha costado 2500o duros 
por Km.: su longitud es de 84 leguas, después de pagados todos 
los gastos produce anualmente 
 37  5000 pesetas. Suponiendo que 
haya sido construido por acciones de t000 pesetas y que 4 aso-
ciados hayan tomado un número de acciones tal, que el 1. 0 reciba 
anualmente 400 pesetas; el 2.° 500; el 3.0 600, y el 4.0 800: 
it 	 cuánto capital puso cada uno de los accionistas? 
19.° Se han fundido dos clases de metales; el uno que vale á 4 
pesetas el Kg. y el otro á 5 pesetas, en la proporción de 3 á 7. Se 
quiere hallar el precio de 20 arrobas de esta aleación, sabiendo, que 
como consecuencia de la aleación los metales han ganado en valor 
el 4o por loo, y que ha tenido una merma de un 3 por too. 
20.° ¿A cuántas varas equivalen Loo varas de Hamburgo, sa-
biendo que 7 de estas equivalen á 6 de Prusia; 100 de estas á 67 
metros, y 5 metros á 6 varas de Hamburgo? 
21.° Para pagar una deuda de 4800 pesetas se dan 12 obli-
gaciones de caminos de hierro al cambio de 32o pesetas y un tí-
tulo de 40 pesetas de renta del 3 por 100 al cambio de 60 pese-
tas: ¿cuánto dinero se debe dar para completar la suma? 
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LIBRO IV_ 
22.° Tomando el 
	
del cubo de un número, se obtiene 
171307467:  ¿qué número es este? 
23.° ¿Cuál es el número cuya mitad, tercio y cuarto, multipli-
cados entre sí den 9 por producto? 
24.° Calcular en menos de una unidad el producto 7 X 
3 2- I)X ^^ y 
25.° Calcular, con la mayor aproximación posible 1/75'34, 
 sa- 
8'625 
biendo que el dividendo y divisor están aproximados en menos de 
 
una unidad del último orden.  
26.° Calcular 3 78   en menos de olor. 
V
^ k2'3446 ... 
27.° ¿Cuántas cifras exactas tendrá el producto de los números 
 
8'756 y 4 2 '74 aproximados el uno por defecto y el otro por exceso  
en menos de su última cifra?  
28.° ¿Cuántas cifras exactas tendrá el cociente de los números 
 
75`426  y 3'42, los dos aproximados por defecto en menos de su  
última cifra?  
29.° ¿Cuántas cifras exactas tendrá la raiz del número 84'7593  
aproximado por defecto en menos de su última cifra? 
 
30.° ¿Cuántas cifras exactas tendrá / 893'4353 , aproximado  
por exceso en menos de su última cifra? 
 
` 	 _^ 
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PARTE SEGUNDA. 
Aspecto general de la Aritmética. 
LECCIÓN 36.' 
Nociones preliminares. 
295. Ya sabemos (io) que el aspecto general de la Aritmética 
estudia las leyes relativas á los hechos de los números, es decir, 
que no considera al número particular y determinado, sino á un 
conjunto de números que cumplen con una condición y que por 
tanto obedecen á una ley: claro está, que la expresión de esta ley 
que comprende á varios números, no puede expresarse con senci-
llez y claridad por algunos de los números que cumplan con las 
condiciones que la ley prefija tanto más cuanto que esta ley puede 
expresar no solo su determinación contando ó midiendo, sinó que 
también el modo como pueden ordenarse los elementos que cons 
tituyen un todo, y la formación de nuevos todos parciales, por las 
distintas agrupaciones que puedan hacerse con los expresados ele-
mentos, así como las conexiones y dependencias que enlazan estos 
todos parciales con los elementos entre sí: y de aquí la necesidad 
de emplear otros medios de expresión distintos de los que hemos 
hecho uso en el aspecto particular de la Aritmética; una vez que, 
si bien es cierto que en ella hemos tratado de leyes sencillas á que 
obedecían ciertos números, hemos tenido que valernos del lenguaje 
común auxiliado de los medios de expresión propios y peculiares 
de la misma; medios, que si allí no complicaban la exposición, 
aquí—que nos proponemos sintetizar con la mayor brevedad po-
sible todo lo que en aquella hemos expuesto, y además tratar con 
completa generalidad, dentro de los límites elementales, el objeto 
de la Aritmética—nos imposibilitarían, por lo prolijos y difusos, 
la exposición sencilla y clara de las importantes leyes elementales 
de los números. Por tanto, necesitamos un medio ,lc expresión 
mediante el cual los signos que empleemos sin dejar de represen-
tar un número cualquiera—ya sea entero, fraccionario ó incomen- 
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surable, pertenezca á un sistema de numeración ó á un sistema de 
mensuración — no represente ningún número determinado , sinó 
cualquiera de los que hayan de estar comprendidos en la ley que 
nos propongamos expresar. Esto se ha conseguido, conviniendo en 
representar los números indeterminados — ó que sin tener nin-
gún valor particular pueden no obstante tener un valor cual 
quiera—por las letras de nuestro alfabeto ó bien por las del alfa-
beto griego cuando aquellas no fuesen suficientes; y además como 
en ciertas cuestiones entran cantidades que tienen ciertas analo-
gías, se acostumbra á representarlas por las mismas letras con 
acentos ó subíndices, así como las que representen cantidades cono-
cidas en un problema se las representa por las primeras letras del 
alfabeto y lás que representan cantidades desconocidas por las 
últimas; representando por último, por letras mayúsculas las canti-
dades que representan el resultado de un cálculo hecho con otras 
varias: bien se comprende que este medio de expresión á que se 
acostumbra á llamar notación literal, es tan completo que jamás 
por complicada que sea una cuestión nos faltarán medios de re-
presentar lo mismo las cantidades conocidas que desconocidas; á 
continuación ponemos las notaciones ateniéndonos á nuestro al-
fabeto; 
A, B, C, . 	 Cantidades conocidas X, Y, Z. 	 Cantidades desconocidas. a, b, c, . . . } 	 x, y, z, . . • 
A ,, Ba; C..-. 	 a,, b,,, c,,, . . . 
	
X,, Y,,, Z,,,, 
	
x,, y,,, z,,,, . . .. 1( 
A,, B3, C3, • 	 a4, b,, C5, • • . 	 Y,, Y,, Z5, • x,, y»,, Z3, 	 . • . . 
296. Como al expresar los números mediante letras, tratamos 
que esa expresión sea completamente general; es necesario tener 
en cuenta que al determinar el número como al construirlo y cal-
cularlo nos hemos sólo atenido á su valor, pero de ninguna ma-
nera habemos considerado su influencia directa ú opuesta al fin 
que nos propongamos en cualquier cuestión, así como tampoco si 
los números que entraban en ella no influían de una o de otra ma-
nera: esto hace que aquí tengamos necesidad de considerar esta 
circunstancia, sin la cual desaparecería la generalidad que nos pro-
ponemos obtener; así que, es de absoluta necesidad adoptar un 
medio que nos indique, si la letra ó letras que representan un valor 
numérico indeterminado, contribuyen directamente al fin que nos 
_ 
• 
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proponemos, se oponen directamente al expresado fin ó no hacen  
ni lo uno ni lo otro; pues bien se comprende que hay cantidades, 
 
en ciertas cuestiones de la vida, que desempeñan estas diferentes 
 
maneras de contribuir al fin que deseemos llegar. Así-por ejemplo,  
si nos proponemos llenar una pila que tiene un orificio en su parte  
inferior, mediante el agua suministrada por un cano que propor-
cione más cantidad de agua que la que sale por el orificio, consi-
deraremos evidentemente toda la cantidad de agua que entre en 
 
la pila como contribuyendo directamente al fin que nos propone-
mos, así como al agua que sale por el orificio como contribuyendo 
 
opuestamente al fin que nos proponemos, y por último corno des-
pués de un cierto tiempo hemos de conseguir, en la hipótesis dada, 
 
que la pila se llene, toda el agua que rebase por los bordes de la 
 
misma ni contribuirá directamente al fin que nos proponemos ni 
se opondrá tampoco â él: bien se vé que si en lugar de proponer  
nos llenar la pila nos propusiéramos vaciarla, la cantidad de agua 
luesaliera contribuiría directamente al fin que nos proponíamos, 
omo la que entrara se opondría directamente al mismo fin. • 
De lo expuesto se deduce la precisión de; i.° dar nombre á las  
cantidades que contribuyen directamente al fin que nos propon-
gamos, 6 se opongan, ó no hagan ni lo uno ni lo otro; y 2.° re-
presentar las expresadas cantidades mediante signos que nos las  
den inmediatamente á conocer. Para lo primero se divide á las  
cantidades, cualquiera que sea su valor, en  positivas, negativas é 
imaginarias: y para lo segundo, con el fin de no crear nuevos  
signos por una parte, y por otra teniendo en cuenta la oposición  
de las operaciones adición y su inversa la sustracción, así como la  
propiedad de la rair, de la unidad negativa, se ha convenido en  
que toda cantidad que vaya afectada del signo de la adición es  
positiva, que la que vaya afectada del signo de la sustracción cs  
negativa, y por último la que vaya afectada del signo 1/— 1 es  
imaginaria. Como al proponernos un fin lo que re.tlmcnte tene-
mos que tener en cuenta es 6 lo que contribuya .í él O lo que se 
oponga, y de ningún modo lo que no haga ni lo uno ni lo otro: se  
llaman á las cantidades positivas y ne , ^ tiva.> rea/c ; ).,r oposición  
á las imaginarias; toda expresión compuesta de una cantidad real  
y otra imaginaria se llama compleja. 
^ 
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El origen, á partir del cual nosotros nos proponemos un fin 
determinado, es evidente que no es positivo ni negativo ni imagi-
nario; y para representarlo, con el fin también de no crear nuevos 
signos, se ha convenido en hacerlo por la cifra cero, si bien tenien-
do en cuenta su nueva significación; pues aquí no es el símbolo de 
la nada sino el punto de partida desde el cual las cantidades son ó 
positivas ó negativas ó imaginarias. Así en cl ejemplo que hemos 
puesto, cuando entrara en la pila la misma agua que saliera siempre 
estaríamos como al principio;—y esto independientemente, bien 
entendido, del agua que pudiera tener la pila en el supuesto de que 
no estuviese vacía—lo que representaríamos por cero; de aquí el 
que para evitar confusiones se haya propuesto llamar cero absoluto, 
al símbolo de la nada, y cero relativo ó cero límite al origen de las 
cantidades positivas negativas é imaginarias. 
297. De la representación de las cantidades, por números inde-
terminados ó letras precedidos de los signos que nos indiquen su 
modo de influir en el fin que nos propongamos, se deducen los si-
guientes principios: I.° que toda cantidad positiva es mayor que 
otra negativa; 2.° que toda cantidad negativa es menor que cero; y 
3.° que de dos cantidades positivas es menor la que tiene mayor 
valor absoluto. Así, considerando como punto de origen el capital 
con que principia á trabajar un comerciante, toda ganancia por pe-
queña que sea será, para el fin del comerciante, mayor que toda pér-
dida por grande que sea, lo que está conforme con el primer prin-
cipio; pues las ganancias serán para el comerciante cantidades 
positivas y las pérdidas negativas; toda pérdida disminuirá un ca-
pital primitivo y hará que este disminuya y sea por tanto el resul-
tado menor que él, con arreglo al segundo principio, y por último 
de dos pérdidas la menor disminuirá en menos el capital y será por 
tanto mayor que la que disminuya en más el capital primitivo según 
el tercer principio. Los números positivos se forman con ± I, los 
negativos con — I, y los imaginarios con ± V
-1, que también se 
acostumbra á representar ± i, unos y otros tienen como punto co-
mún de origen el cero, y el signo ± que se antepone á 1/-1, se 
llama signo de ambigüedad. 
298. CANTIDAD LITERAL, es aquella en cuya expresión entran 
letras. Cuando una misma letra entra varias veces por sumando, 
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se abrevia la escritura poniendo delante de esa Ietra el número que 
indique las veces que esté tomada por sumando; número, á que se 
llama coeficiente; así, a ± a -I- a =3 a, 3 es el coeficiente; de la mis-
ma manera cuando una letra está tomada varias veces por factor, se 
abrevia la escritura poniendo á la derecha de la letra y encima el 
número que indique las veces que esté tomada por factor, número, 
que ya sabemos se llama exponente; así, a a a — a3, en que 3 es el 
exponente, no habiendo puesto el signo de la multiplicación entre 
los factores por que se acostumbra á suprimir cuando son letras, para 
mayor sencillez. Las cantidades 5 a 3 b3 c y 6 a5 b-7 at c3 -f- 8 
son cantidades literales. 
TÉRMINO, es una expresión literal sola ó que se encuentra uni-
da á otra por los signos más ó menos. La primera expresión literal 
anterior es un término, cada una de las partes que constituyen la 
segunda, lo son también: en todo término hay siempre signo, coefi-
ciente y letra ó letras afectadas de exponentes; así, en 5 a3 b' c tene-
mos el signo más que aunque no va expreso se sobrentiende;—pues 
teniendo toda cantidad literal que expresar no solo su valor sino su 
modo de influir en el fin que nos propongamos, no puede estar sin 
signo, solo que se acostumbra, cuando consta de un solo término y 
tiene el signo más, á no escribirlo, así como cuando consta de va-
rios términos no se escribe cuando el primero es positivo como su-
cede en la expresión 6 a 5 b-7 a' c' -I- 8 d`, en que no se ha escrito 
el signo más en el primer término—el coeficiente 5 4, y las le-
tras a b c afectadas de los exponentes 3, 2 y r, este último sobre-
entendido; una letra sola, por ejemplo, a, tiene el signo mas sobre-
entendido el coeficiente uno y el exponente uno igualmente sobre-
entendidos para mayor sencillez. Toda expresión literal que consta 
de un solo término se llama monomio, si consta de dos binomio, si 
de tres trinomio, y si consta de más polinomio. 
GRADO DE UN MONOMIO, CON RESPECTO A UNA DE SUS 
LETRAS, es el exponente de esa letra; y con respecto d todas sus le-
tras, la suma de los exponentes de las mismas. Así el grado del 
monomio 5 a 3 b' c, es el 6.° con respecto á todas sus letras, y el 
3. 0, 2.° y I.° con respecto á las letras a, b y c. 
GRADO DE UN POLINOMIO, es el del término más elevado. En-
tendiéndose que cuando se dice simplemente grado, ya sea de un 
-*1 
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monomio ó polinomio, se sobreentiende que es con respecto á todas 
sus letras. El grado del polinomio 6 as b-7 a' c + 8 dl , es el 6.° 
POLINOMIO HOMOGÉNEO, es aquel cuyos términos son del mis-
mo grado. El polinomio 8 a` b2 
 c-7 a3 bE c2-9 b' c3 + 3 c', es ho. 
mogéneo, y su grado el 7.0  Las expresiones literales: son de forma 
entera, cuando no tienen denominador ni están afectadas del signo 
radical; son de forma fraccionaria, cuando tienen denominador sin 
estar afectadas del signo radical; y son de forma irracional ó radi-
cales, cuando van afectadas del signo radical. 
VALOR NUMÉRICO DE UNA CANTIDAD LITERAL, es el resulta-
do de poner en lugar de las letras números y efectuar las operacio-
nes indicadas. Así, el valor numérico de la expresión de forma irra- 
cional V3 a3– —2 +  6 a2 b, suponiendo que valor el de a, sea  y el 
de b sea 6, lo obtendríamos poniendo en lugar de a, I y en lugar de b, 
6; por tanto 33 as– —2  6 a2 b =1/3 
X 
 07z–± 6 X 1 4 X 6=6. 
299. Puesto que el objeto de la Aritmética, lo expresamos 
aquí mediante cantidades literales, y estas se dividen en de forma, 
entera, fraccionaria é irracional; el aspecto general de la Aritmé-
tica se dividirá en tres partes: la 
 La se ocupará de las cantidades 
literales de forma entera; la 2.a de las cantidades literales de forma 
fraccionaria; y la 3.a de las cantidades literales ele forma irracional. 
Más como en el aspecto particular de la Aritmética no hemos te-
nido ocasión de tratar la logaritmización, cuyo resultado, loga-
ritmo, nos sirve, como hemos de ver, para simplificar y generali-
zar notablemente el cálculo; y por otra parte hemos tenido ocasión 
de ver que el orden juega un papel muy importante en todo lo 
que llevamos expuesto, de aquí la necesidad de tratar también los 
logaritmos y la teoría del orden: por tanto el cuadrado sintétito 
de la división del aspecto general de la Aritmética es el siguiente: 
 
ASPECTO GENERAL DE LA ARITMÉTICA. 
Cantidades literales de forma entera.. 
	 . 
Cantidades literales de forma fraccionaria. . 
Cantidades literales de forma irracional. 
	 . 
Logaritmos.. 
Aplicaciones. 
Teoría del orden.. 
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300. Antes de entrar en las distintas partes del aspecto general 
 
de la Aritmética, es conveniente tener en cuenta que las leyes re-
lativas á los hechos de los números, las expresamos mediante la 
 
notación literal, y que cuando una cantidad literal expresa una de 
 
esas leyes la llamamos fórmula; pues esto no solo es de impor-
tancia en las distintas partes del aspecto general de la Aritmética, 
 
sino que nos es también de suma utilidad en las demás ramas de 
 
las Matemáticas.  
FÓRMULA, es una cantidad literal que expresa una ley rela-
tiva á los hechos de los números. Así, (a ± b); =a' + 2 ab  
es una fórmula que expresa la ley de formación del cuadrado de la 
 
suma de dos números. Las fórmulas se pueden traducir al lenguaje 
 
vulgar por medio de un enunciado ó regla, que exponga fielmente  
lo que expresa la fórmula. Para ello será suficiente expresar me-
diante el lenguaje vulgar, dos cosas: I.a la naturaleza y el orden  
de las operaciones indicadas en cada uno de los miembros de la  
fórmula; y 2.a la identidad de los resultados de los expresados  
miembros. La fórmula anterior la traduciremos al lenguaje vulgar  
por el siguiente enunciado: el cuadrado de la suma de dos núme-
ros es igual al cuadrado del primero, más duplo del primero por  
el segundo, más el cuadrado del segundo.  
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LIBRO PRIMERO. 
Cantidades literales de forma entera. 
CAPÍTULO PRIMERO. 
Operaciones fundamentales. 
LECCIÓN 37.' 
Adición y Sustracción. 
301. Como con las letras no se pueden ejecutar operaciones; 
una vez que la notación literal, no construye números como la 
numeración, sino que nos sirve para representar los números que 
deseemos de los que, en el aspecto particular de la Aritmética, 
nos hemos ocupado de contribuir, tendremos que con las cantida-
des literales las operaciones no serán más que transformaciones 
de unas expresiones, en otras más sencillas ó más apropiadas al 
fin que nos propongamos: no obstante, las definiciones consigna-
das en la lección 2.a, así como todo lo relativo á los nombres de 
los resultados y datos de las operaciones y manera de indicarlas, 
es igualmente aplicable en este lugar; pues ya digimos que las 
operaciones existían desde el momento que se indicaban, pero que 
no se ejecutaban hasta tanto que no encontrásemos un resultado 
que estuviese expresado conforme á los principios del sistema 
de numeración adoptado. 
302. Aunque el procedimiento de la adición de cantidades 
literales de forma entera es único, nos conviene para mayor sen-
cillez en la exposición considerar dos casos: 1.° sumar mono-
mios; 2.° sumar polinomios. 
Para resolver el primer caso, tenemos que atender á los ele-
mentos que hemos dicho entran en un monomio, es decir, signo, 
coeficiente y letras afectadas de exponentes, y además tener en 
cuenta que un monomio siempre se le puede considerar como un 
^ 
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producto de varios factores; pues fijándonos en esta veremos 
con claridad: que I.° el signo de la suma, si los sumandos tienen el 
 
mismo sz no, será el de los sumandos; y si tienen diferente signo, 
 
será el signo del sumando mayor. Así, (± 6) + ( + 3)= + 9 y 
 
(-6) + (-3)= —9; pues si 6 y 3 representan en el primer caso 
las ganancias de un comerciante evidentemente habrá ganado 9, 
más si representasen las pérdidas, como en la segunda igualdad, 
claro está que habrá perdido 9, y por último (± 6) ± (— 3)= +3 
y (-6) + (+ 3)= — 3; pues esto querría decir que el comerciante 
habría ganado 6 y perdido 3 y por consiguiente resultaba ganan-
do 3 ó bien que había perdido 6 y ganado 3 resultando perdien-
do 3; las igualdades anteriores se escriben valiéndonos de la nota-
ción literal en la forma siguiente: (± a) + (+ b)= a + b, (— a)-1- 
(—b)= — a—b, (+ a) ± (—b)=a—b, (—a)± (± b)— —a+b. 
2.° Los coeficientes de la suma, si los sumandos tienen distintas  
letras é las mismas con diferentes exponentes, serán los mismos  
que los de los sumandos; y si tienen las mismas letras con los mis-
mos exponentes, se reducirán á uno solo que será la suma ó dife-
rencia de los coeficientes de los sumandos. Así, 3 a' b (-2 ab' c) 
= 3 a' b-2 ab' c; pues los coeficientes no admiten reducción al-
guna por ser las letras de cada sumando diferentes ó iguales afec-
tadas de distintos exponentes, mas si en lugar de la suma anterior 
fuese 5 ab' + (-3 ab'), entonces los coeficientes se podrían re-
ducir, una vez que no tienen otro objeto que expresar abreviada-
mente una suma en que todos los sumandos son iguales, y ten-
dríamos por tanto 5 ab t + (-3 ab') =2 ab'. 
3.° Las letras afectadas de exponentes, cuando son desiguales  
en los sumandos, entran de la misma manera en la suma; y cuando  
son iguales con distintos exponentes, pueden considerarse á las des-
iguales, si las hay, como coeficiente y sacar á las iguales por factor  
común fuera de un paréntesis. Así, 7 ab' ± (± 4c1 d)=7 ab' ± 4  
c' d, y 3 a' b ± (— 2 ab' c)= 3 a' b-2 ab' c=ab (3 a-2 bc); pues  
en la primera igualdad, como las letras son diferentes, tenemos que  
dejarlas en la suma como están en los sumandos, mas en la se-
gunda como las hay iguales, podemos transformar la suma sacando  
factor común (P. I. a I 13. E.°) á las letras iguales y considerando á  
las desiguales como coeficientes.  
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COROLARIOS. I.°  La suma de varios monomios es un poli-
nomio cuyos términos son los sumandos con su mismo signo; pues 
esto es cierto cuando son dos los sumandos, y como una combina-
ción de sumas se puede hacer como una simple suma (P. I.a 46. 
Es.°), lo será cuando sean más de dos. 
2.° El orden de los sumandos no altera la suma; puesto que el 
orden no influye en ninguno de los elementos que constituyen los 
sumandos y la suma. 
ESCOLIOS. I. ° Es importante observar que nos conviene, 
cuando operamos con polinomios, escribir los términos, de cada 
polinomio, por el orden correlativo ascendente ó descendente de 
los exponentes de una letra que se acostumbra á llamar letra 
ordenatriz ó principal, y entonces se dice que los polinomios se 
ordenan ó están ordenados si cumplen ya con esa condición. Así, 
el polinomio 9 a' b-6 a3 bt ± 4 at b3— 7 ab', está ordenado con 
respecto á los exponentes descendentes de a y ascendentes de b; 
si tuviésemos el polinomio 8 ax' — 3 at x ± 5 ax' — 6 a 3 xt, y le 
quisiéramos ordenar con respecto á los exponentes de x ascenden-
tes ó descendentes, nos encontraríamos con una dificultad, y es, 
que faltan los exponentes 3, 5 y 6, dificultad que se salva poniendo 
á los términos que tengan la letra ordenatriz con los exponen-
tes 3, 5 y 6 el coeficiente cero, en esta forma 8 a x 7 — 3 as x 
5 ax'— 6a3 xt= 8 ax7±ox°-1-ox3 + 5 ax' + ox5-6 a3 xt-3 at x; 
más si en lugar de quererle ordenar con respecto á x lo quisiéra-
mos ordenar con respecto á a, nos encontraríamos con otra difi-
cultad, y es, que entra en dos términos la letra ordenatriz con el 
exponente uno, dificultad que salvaremos sacando la letra ordena-
triz por factor común, quedando así reducidos los dos términos á 
uno solo, en esta forma 8 a x' — 3 at x 5 a x' — 6 a 3 x2= 
(8 x7 ± 5 x4) a-3 at x-6a 5 x2=8 x'Ia —3 atx —6a 3 xt; pues en 
+5 X' 
ocasiones conviene poner en lugar del paréntesis la raya que 
hemos empleado. Una de las ventajas de la ordenación de po-
linomios consiste en facilitar la reducción de los términos de los 
polinomios con quien se opere, cuando la reducción pueda efec-
tuarse: una vez que para poder efectuar la reducción es preciso se-
gún hemos visto que todos los términos tengan las mismas letras 
y; 	
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con los mismos exponen s y por tanto los que puedan reducirse _._.  
serán aquellos que tentfin la letra ordenatriz con el mismo ex-
ponente.  
2.° Se llaman términos semejantes, los que tienen la misma  
parte literal, es decir, las mismas letras con los mismos exponen-
tes aun cuando los signos y coeficientes sean diferentes. Estos tér-
minos hemos visto son los que se pueden reducir y para hacerlo:  
se suman los coeficientes que tengan el signo positivo, así como los  
que tengan el signo negativo, se restan las dos sumas poniendo al  
resultado el signo de la mayor siguiéndole de la parte literal co-
mún. Así, 12 a3 b' c-5 a 3 b' c ± 4 a3 b' c-9 a3 b' c-2 a 3 b' c. 
303. Como los polinomios no son otra cosa que la suma de los  
monomios de que se hallan compuestos, claro está que para sumar-
los bastará formar un polinomio con los términos de los diferentes 
 
sumandos, siendo conveniente para efectuar la suma ordenarlos y  
reducir los términos semejantes. Así si queremos sumar los polino-
mios; 5a3 b'c-7 a 135 c'+3 a' bc3-8 a' b`, II ab3 c'-I-6a6 b'c 
—4 a' b c3, 17 a' b4-13 a' b c' -I- 2 a b3 c', lo primero que haremos 
será ordenarlos con respecto á la letra a, y escribirlos unos debajo 
de otros de manera que se correspondan los términos que tenga la 
letra ordenatriz con el mismo exponente, hecho esto se efectuará 
la suma de los monomios que se hallan en columna teniendo en 
cuenta reducir los términos semejantes, en la forma siguiente: 
— 8a'b'+ 5a5b'c±  3a'bc3 — 7ab3 c' 
6a3 b'c— 4a'bc3 -1-Ilab5 c' 
17a'b' 	 —13a'bc3 + 2 ab5 c' 
9a'b'+ II a'b'c — 14a'bc 3 ± 6 ab3 c' 
De lo expuesto se deduce la siguiente 
REGLA DE LA ADICIÓN. Para sumar cantidades literales de  
forma entera, se escriben ordenadas unas debajo de otras de manera  
que se correspondan los términos que tengan la letra ordenatriz con  
el mismo exponente y se traza una raya debajo del último sumando;  
hecho esto, se efectúa la suma de los monomios que se hallan en co•  
lumna, teniendo en cuenta reducir los términos semejantes. Esta re-
gla tiene partes esenciales y partes convenientes; las esenciales son,  
considerar los sumandos descompuestos en sus diferentes términos;  
pues así í evidentemente tendríamos todos los términos de los su-
mandos; las convenientes son, la ordenacion de los sumandos, es-
cribirlos unos debajo de otros de modo que se correspondan los 
términos que tienen la letra ordenatriz con el mismo exponente y 
trazar una raya debajo del último sumando; pues con ellas bien se 
comprende que se facilita y abrevia notablemente la operacion. 
ESCOLIOS. I.° Hay que observar que la adición de cantidades 
literales no lleva en sí, como la de los números, la idea de aumento; 
una vez que cuando agregamos una cantidad negativa no solo no 
hay aumento sino que hay disminucion: por tanto, se puede consi-
derar todo polinomio como la suma de todos sus términos con 
sus repectivos signos. 
2.° Cuando tenemos un polinomio podemos agrupar varios tér-
minos dentro de un paréntesis conservando á cada uno su signo, 
poniendo delante del paréntesis el signo Así el polinomio 
a b — c -}-d — e, se puede escribira±b (— c d — e); 
 porque el paréntesis indica, al estar precedido del signo + la adi-
ción del polinomio comprendido en él, y efectuada esta según la 
regla se obtiene el polinomio propuesto. 
301. La sustracción como operación inversa de la adición tiene 
un procedimiento único; mas, como en su directa, se consideran 
para mayor sencillez en su exposición dos casos: i.° restar mono-
mios; y 2.O restar polinomios. 
Para resolver el primer caso, teniendo en cuenta lo expuesto 
en la adición y la definición de la operación, bastará escribir el mi-
nuendo y á continuación el sustraendo con el signo cambiado; una 
vez que el resto que así se encuentra sumado con el sustraendo nos 
dará el minuendo, de modo que atendiendo á los elementos que 
componen todo monomio tendríamos evidentemente: t°. el signo 
del resto es el mismo que el del minuendo cuando sus términos 
tienen distinto signo, y cuando tienen uno mismo tendrá igual ó 
contrario signo que el minuendo según que este sea mayor ó menor 
en valor absoluto que el sustraendo; 2.° el coeficiente del resto, si 
los términos son semejantes, será la suma de los coeficientes de los 
términos ó la diferencia según que tengan igual ó contrario signo, 
y si los términos no son semejantes conservan en el resto los mis-
mos coeficientes si bien el del minuendo con signo con trario: y 3.° 
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respecto á los exponentes las letras conservan en el resto los 
mismos exponentes que en los términos. Así: 5 a' b= c—(+2 a 5 13' c) 
=3 a3  b' c, 5 a5 b' c—(-2 a5 b' c)=7 a5  b' c,-5 a5 b' c-
(-2 a' b' c)=-3 a' b' c,-5 a 5 b' c—(+2 a' 
 b' c)=-7 a5 b' C; 
4 a'—(-6b)=4 a''±6b, 4 a'—(-I-6b)=4 a'-6b,-4 a'—(-6b)= 
—4 a/+6b,-4 a'—(-1-6b)=-4 a'— 6b; resultados evidentes pues-
to que sumados con los sustraendos dan por suma los minuendos. 
El 2.° caso se funda en el anterior y en la definición, por lo 
cual para restar dos polinomios, escribiríamos el minuendo y á 
continuación el sustraendo con los signos cambiados, teniendo en 
cuenta que como en la adición nos conviene ordenarlos y reducir 
los términos semejantes. Así si queremos restar los polinomios; 
a5-3 b' ± 9 a' b — 12 a' b' -}- 7 ab', 5 a' b' c-8 b' ± 6 a' b-
13 a' b' + 4 ab5, lo primero que haremos será ordenarlos con res-
pecto á la letra a, y escribir el minuendo y debajo el sustraendo 
con los signos cambiados, de modo que se correspondan los tér-
minos en que la letra ordenatriz tenga el mismo exponente, hecho 
esto, se efectúa la suma de los términos que se correspondan, te-
niendo en cuenta reducir los términos semejantes, en la forma 
siguiente: 
a' -I-9 a' b 	 — I 2 a'b'+7ab5 -3b' 
—6 a'b-5a'b'c 	 13a2 b'-4ab5 -I-8b' 
a'-^ 3 a`b - 5 a5 b'c -F- 	 a'b' -^ 3 ab' -^ 5b' 
De lo expuesto se deduce la siguiente. 
REGLA DE LA SUSTRACCIÓN. Para restar cantidades literales 
de forma entera, se escriben ordenados el minuendo y debajo el sus-
traendo con los signos cambiados, de modo que se correspondan los 
términos que tengan la letra ordenatriz con ' mismo exponente y se 
traza una raya debajo del sustraendo; hecho esto, se efectúa la suma 
de los términos que se correspondan, teniendo en cuenta reducir los 
términos semejantes. Esta regla tiene partes esenciales y partes 
convenientes; las esenciales son, considerar descompuestos el mi-
nuendo y sustraendo en sus diferentes términos y cambiar de sig-
nos á los del sustraendo; pues así evidentemente tendremos el res-
to compuesto de todos los términos del minuendo con su signo y 
de todos los del sustraendo con signo cambiado; las convenien- 
30 
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tes son, la ordenación del minuendo y sustraendo, escribir el mi-
nuendo y debajo el sustraendo de modo que se correspondan los 
términos en que la letra ordenatriz tiene el mismo exponente y tra-
zar una raya debajo del sustraendo; pues con ellas, es claro, se fa-
cilita y abrevia notablemente la operación. 
ESCOLIOS I.° Hay que observar que la sustracción de canti-
dades literales no lleva en sí la idea de disminución como la de los 
números; una vez que cuando restamos una cantidad negativa no 
solo no hay disminución sino que hay aumento: por tanto, si se 
consideran las cantidades con su genuina representación, la adición 
consiste en escribirlas unas á continuación de otras con sus signos 
y la sustracción con signos contrarios. 
2.° Cuando tenemos un polinomio podemos agrupar varios tér. 
minos dentro de un paréntesis cambiando á cada uno su signo, po-
niendo delante del paréntesis el signo—. Así el polinomio 
al-b—c-f-d—e se puede escribir a±b—(c— d±e); porque el pa-
réntesis indica al estar precedido del signo—, la sustracción del 
polinomio comprendido en él, y efectuada esta según la regla, se 
obtiene el polinomio propuesto. 
EJERCICIOS. 
Sumar y restar los polinomios { (m±2) a'-}-(m± i) a; b'--
(m-2) b5-}-(m— t) a b l y (2—m) a'-1-(m-I-2)13'--( —m) a b-}-
(m— i) aY b4 i 
LECCIÓN 38.' 
Multiplicación. 
305. La definición de esta operación (47) y todo lo que allí de-
jamos consignado es aicable á las cantidades literales, si bien te- 
niendo en cuenta aquí los signos y por tanto que aquí tendremos 
que encontrar una cantidad que esté formada en magnitud y en 
signo con una de ellas como la otra lo está con la unidad positiva. 
Aunque aquí como en la adición y sustracción el procedimien-
to es único, es conveniente para facilitar su exposición considerar 
tres casos: I.° 
 multiplicar monomios; 2.° multiplicar un polinomio 
por un monomio; y 3." multiplicar polinomios. 
Para resolver el primer caso teniendo en cuenta la definición 
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y los elementos de que consta toda cantidad literal, tendremos que 
 
determinar el signo, coeficiente, letras y exponentes de los facto-
res, pero con arreglo á lo expuesto en la adición veremos con cla-
ridad que: 1.° el signo del producto es positivo si los factores tie-
nen el mismo signo, y negativo si tienen signo contrario, una vez  
que si los dos factores tienen signo positivo ó igual al de la unidad  
positiva, el producto tendrá el mismo signo que cualquiera de ellos,  
y si los dos son negativos ó de diferente signo que la unidad posi-
tiva el producto tendrá diferente signo que cualquiera de ellos; y  
cuando los factores son de distinto signo el producto será siempre  
negativo, pues si se toma por multiplicador el positivo el producto  
tendrá el signo del multiplicando, esto es, negativo, y si se toma por  
multiplicador el negativo, el producto tendrá distinto signo que el  
multiplicando, es decir, negativo también. Esto se expresa dicien-
do+por± da -±, —por—da ^-- , -}- por—da—, y —por ± da—;  
es decir, signos iguales dan ± y signos desiguales dan—; 2.° co-
mo un monomio es un producto indicado de varios factores, el pro-
ducto de dos monomios será el producto de dos productos indica-
dos: pudiendo ser sus factores enteros, fraccionarios ó incomensu-
rables, y por tanto (117, 224, 292 Es. gl.) el producto se compon-
drá de los productos de los factores de los dos monomios y como  
(111) en un producto de varios factores se puede efectuar un núme-
ro cualquiera de ellos sift que el producto altere, tendremos que  
el coeficiente del producto, es igual al producto de los coeficientes  
de los factores, y 3. 0 las letras iguales entran en el producto con  
un exponente igual á la suma de los exponentes de los factores  
(119), y las desiguales entran en el producto lo mismo que en los  
factores. Así si queremos multiplicar —3 a 3 b' c por 6 b3 04/el 
producto será negativo, pues los factores tienen distinto signo,  
y será —3 a 3 bs c. 6 b 3 c2 d pero (1 io)— 3 a3 b" c. 6 b3 c' d— 
—3 X 6 a3 b2 b3 c c4d y (111)-3 X 6 a3 b' b3 c 0d=-18 a3b5c°d;  
luego para multiplicar dos monomios, se multiplican los signos, des-
pués los coeficientes, se suman los exponentes de las letras iguales y  
las desiguales entran en el producto lo mismo que en los factores. Si 
fuesen varios los factores (109) se efectuará el de los dos primeros,  
después el producto hallado se multiplicará por el 3.° y así sucesiva-
mente. 
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Para resolver el segundo caso, como un polinomio, según 
hemos dicho en la lección anterior, es la suma de sus términos, 
tendremos que multiplicar una suma indicada por un monomio 
(t 13) y por tanto no ofrecerá dificultad alguna teniendo en cuenta 
el caso anterior. Así si queremos multiplicar a—b + c por d, escri-
biríamos el producto indicado en esta forma [a + (—b) X c] X d y 
efectuando el producto del multiplicador por cada uno de los tér-
minos del multiplicando y sumando los productos parciales obten-
dremos el producto total, de modo que [ a + (—b) X c ] X d — 
ad + (—bd) + cd=ad—bd + cd; por tanto para multiplicar un 
polinomio por un monomio, se multiplica cada término del polino-
mio por el monomio y se suman los productos parciales. 
Para resolver el tercer caso, bastará tener en cuenta los dos 
anteriores y que se trata de multiplicar una suma indicada por 
otra suma indicada (115), por tanto se multiplicará cada término 
de un polinomio por el otro y sumar los productos parciales. Así 
si quisiéramos multiplicar a—b + c por d + f—g, tendremos evi-
dentemente [a + (— b) + c] [d + f + (—g) ]—[a + (— b) + c] 
d + [a + (—b) + c] f + [a + (— b) + c] (—g) y efectuando es-
tos productos parciales según el caso anterior, tendremos, ad — 
bd -}- cd+af - bf + cf—ag + bg—cg: claro está que cuando los 
términos tengan varias letras nos será conveniente ordenar los fac-
tores con arreglo á las potencias de una misma letra y escribir los 
productos parciales unos debajo de otros de modo que se corres-
pondan los términos en que la letra ordenatriz tenga el mismo ex-
ponente, según hemos dicho en la suma, y esto hará que se faci-
lite la reducción de los términos semejantes. 
De todo lo expuesto se deduce la siguiente 
REGLA DE LA MULTIPLICACIÓN. Para multiplicar cantidades 
literales de forma entera, se escriben ordenados los factores uno 
debajo de otro y se traza una raya debajo del multiplicador, hecho 
esto se multiplica cada término del multiplicador por todo el multi-
plicando y se escriben los productos parciales unos debajo de otros 
de manera que se correspondan los términos que tengan la letra 
ordenatriz con el mismo exponente, se suman los productos parcia-
les y la suma será el producto total. Esta regla tiene partes esen-
ciales y partes convenientes, las esenciales son multiplicar cada 
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término del multiplicador por todo el multiplicando y sumar los 
 
productos parciales, pues así obtendremos evidentemente el pro-
ducto total; las convenientes son la ordenación de los factores y la 
 
disposición práctica de la operación, pues con ellas, es claro, que 
 
se facilita y abrevia notablemente la operación. 
 
EJEMPLO. 
Si queremos multiplicar a! x'` — ab x' -1- a' x — a= b' por 
 
a' x' -}- b' x'—a' bx—ab' x -}- b' aplicaríamos la regla ordenando 
 
los polinomios con arreglo á x y disponiendo la operación en la 
 
forma siguiente; teniendo en cuenta que la letra ordenatriz entra 
 
con el mismo exponente en varios términos. 
 
a' 
— ab 
al 
+ bs 
a' 
— a3 b 
+asbY 
— a b3 
xs -+- a3 x— a2 bs 
x; —a3 b 	 Ix + b+ 
— a bs 
x' + a' 
	 x3 — a' b2 
+a3 b; 	 —ag b' 
— a' b 	 —a3 b 
+ a3 bs 	 —a' bg 
- a3 bg 	 +ag b' 
xs + a' b3 
 x— a3 b6 
 + a3 b' 
} a3 b'  
ag b3 	 — a 133 
a' 
^_+,. a 
	
x3"— a3 b  x3 +  a' b3  x— a' b'  
— a3 b — a' b — 2 a' b' + 2a3 b' 
+ a' bs + a 3 bt — a b3 
—a b3 + 	 b 3 
ESCOLIOS. I. °  El número de términos del producto, antes de 
la reducción, es el producto del número de términos de los dos 
factores; una vez que cada término de un factor produce tantos 
como tenga el otro: y después de la reducción tendrá por lo me-
nos dos; pues el producto del primer término del multiplicando 
por el 1. 0 del multiplicador no podrá reducirse con ningún otro tér-
mino, porque tendrán la Ictra ordenatriz con mayor ó menor ex-  
ponente que todos los demás, y lo mismo le sucederá al producto  
del último término del multiplicando por el úIti:::o del multi-
plicador.  
2.° El producto de dos polinomios homogéneos es también ho- 
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mogéneo y del mismo grado que la suma de los grados de los 
factores; pues si el grado del uno fuese el 5. 0 y el otro el 3.° cada 
término del producto sería el del 8.° 
306. La multiplicación aplicada á algunos casos particulares 
nos dá fórmulas que traducidas al lenguaje vulgar son de gran uti-
lidad en los cálculos, como entre otras los siguientes: 
I.° (a+b)' =(a+ la) (a+b)=a=+ 2 ab+ b'. 
2.° (a—b)' =(a—b) (a—b)=a'- 2 ab+b'. 
3.° (a +b)3 =(a+b)' (a + b) = a' + 3 a' b + 3 ab' + b' 
4.° (a—b) 5 =(a—b)' (a — b) =aj - 3 a' b + 3 ab W. 
5.° (a+b)(a—b)=a'— b'. 
Estas fórmulas traducidas al lenguaje vulgar nos dicen las dos 
primeras que: el cuadrado de un binomio es igual al cuadrado de 
sus dos términos más ó menos el doble producto de ellos según 
que sean del mismo signo los dos términos ó de signo contrario; 
la 3.a y 4.a que: el cubo de un binomio es igual al cubo del pri-
mero mas el triplo del cuadrado del primero por el segundo, mas 
el triplo del primero por el cuadrado del segundo mas el cubo del 
segundo cuando los dos términos son positivos, y si los dos son 
negativos ó uno positivo y otro negativo habrá que cambiar de 
signos ó á todos ó solo á los que entraren el término negativo con 
exponente impar; y la 5.a nos dice que: la suma de dos cantida-
des por su diferencia es igual á la diferencia de cuadrados. 
LECCIÓN 39.' 
I)Ivls[bn. 
307. Esta operación inversa de la multiplicación tiene como 
ella un solo procedimiento y es aplicable todo lo consignado (5o) 
siendo conveniente considerar también tres casos: t.° dividir mo-
nomios; 2.° dividir un polinomio por un monomio; y 3.° dividir 
polinomios. 
Para resolver el primer caso, teniendo en cuenta la definición 
y los elementos de que consta toda cantidad literal, tendremos que 
determinar el signo, coeficiente, letras y exponentes de los térmi-
nos del cociente, más teniendo presente lo dicho en la multiplica-
ción es fácil comprender que: r.° el signo del cociente es positivo 
si los términos tienen el mismo signo, y negativo si tienen signo 
	idn 
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contrario, una vez que si los dos términos tienen el signo positivo 
para que el dividendo sea positivo siéndolo uno de los factores es 
preciso que el otro factor lo sea también, y si los dos son negati-
vos para que el dividendo sea negativo es preciso que siendo el 
divisor negativo el cociente sea positivo, por último cuando el di-
videndo y divisor son de distinto signo es preciso que si el dividen-
do es positivo el cociente sea del mismo signo que el divisor, es 
decir negativo, y si el dividendo es negativo es preciso que el co-
ciente sea de distinto signo que el divisor, esto es, negativo tam-
bién. Esto se expresa diciendo+ partido+da+,—partido—da+, 
+ partido —da --, —partido + da —; es decir que signos iguales 
dan + y signos desiguales dan—; 2.° el coeficiente del cociente es 
el resultado de dividir el coeficiente del dividendo por el del divisor 
puesto que multiplicando por el coeficiente del divisor, nos ha de dar 
el dividendo; y 3.° las letras iguales entran en el cociente con un 
exponente igual á la diferencia entre el exponente del dividendo y 
el exponente del divisor, puesto que en el dividendo tienen que en-
trar con un exponente igual á la suma de los exponentes del divi-
sor y cociente, y las desiguales entran en el cociente con el mismo 
exponente que en el dividendo. Así si queremos dividir—t 8 asb'csd 
por 6 bsc;d obtendríamos-3a9b/cd°, es decir el signo negativo 
puesto que el dividendo y el divisor tenian signos contrarios el coe-
ficiente 3 cociente de dividir 18 por 6 las letras iguales con un ex-
ponente igual á la diferencia de los que tienen el dividendo y el di-
visor, y las desiguales con el mismo exponente que tienen en el 
dividendo; de donde para dividir dos monomios, se dividen los sig-
nos después los coeficientes, se restan los exponentes de las letras 
iguales y las desiguales entran en el cociente lo mismo que en el di-
videndo. Ya se comprende que es preciso que no entre ninguna le-
tra en el divisor que no contenga el dividendo para que la división 
pueda efectuarse, pero aun teniendo el divisor las mismas letras que 
el dividendo es preciso que no las contenga con exponente mayor, 
y aun siendo igual como' en cl caso propuesto la letra d, re-
sulta un exponente cero, así como si fuese mayor resultaría un 
exponente negativo, expon es cuya significación ao conocemos; 
puesto que hasta ahora e exponente por su índole tiene que ser 
necesariamente un númer entero, por tanto vamos á ocuparnos de 
IOW 
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la interpretación de esta nueva clase de exponentes: desde luego 
si tenemos que dividir a" por a" obtendríamos a° pero si observamos 
que toda cantidad dividida por si misma nos dá de cociente la uni-
dad, podremos convenir en que: toda letra afectada del exponente ce-
ro es igual á la unidad, y que por tanto la podemos suprimir como 
factor; en el caso que tuviésemos que dividir a" por antro obten-
driamos a–m, mas si observamos, que a"tm=a"Xam y que el co-
ciente no altera dividiendo los dos términos por una misma canti-
dad, tendremos que a" : a"tm=i : am, podemos pues convenir en 
que: toda cantidad con exponente negativo es igual d la unidad par-
tida por la misma cantidad con exponente positivo, y que por tanto es 
un medio que tenemos aquí de escribir las cantidades fraccio-
narias en forma entera. 
Para resolver el segundo caso, bastará fijarnos en el caso aná-
logo de la multiplicación para ver que el cociente tiene que ser 
un polinomio de tantos términos como el dividendo, sin lo cual 
no sería él el producto del divisor por el cociente; mas como cada 
término del dividendo es el producto de uno del cociente por el 
divisor, tendremos que cada término del cociente se obtendrá di-
vidiendo cada término del dividendo por el divisor. Así si quere-
mos dividir 35 a3 b' c-21 a' b 3 c' ± 14 a b` c por 7 a b' c el 
cociente sería necesariamente 5 a' c-3 a b c ± 2 b' c' que se 
obtiene dividiendo cada uno de los términos del dividendo por el 
divisor; por tanto para dividir un polinomio por un monomio, se 
divide cada término del polinomio por el monomio y se suman los 
cocientes parciales. 
Para resolver el tercer caso, bastará tener en cuenta los ante. 
riores y el caso análogo de la multiplicación, puesto que el divi-
dendo tiene que ser igual al producto del divisor por el cociente 
que vamos á encontrar, y si ordenamos el dividendo y divisor con 
respecto á una misma letra sabemos que el primer término del 
dividendo es sin reducción igual al primer término del divisor por 
el primero del cociente y por tanto que para obtener el primer tér-
mino del cociente tendremos que dividir el primer término del 
dividendo por el primero del divisor: encontrando así el primer 
término del cociente si lo multiplicamos por el divisor y el produc-
to lo restamos del dividendo, el resto ordenado será el producto 
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del divisor por los restantes términos del cociente y por tanto ob- 
tendríamos el segundo término del cociente, dividiendo el primer 
término del resto por el primero del divisor: una vez encontrado el 
segundo lo multiplicaríamos por el divisor, lo restaríamos del pri- 
mer resto y el segundo resto ordenado sería el producto del divisor 
por los restantes términos del cociente, razonando con este resto 
como con el anterior encontraríamos el tercer término del co-
ciente y así sucesivamente hasta hallar un resto cero ó un resto 
cuyo primer término no se pueda dividir por el primero del di-
visor. Así si queremos dividir a'-3 a'b+3 ab'—b' por a'-2ab+b', 
como ya están ordenados el primer término del cociente se obten-
drá dividiendo el primero del dividendo a' por el primero del di-
visor a' que sabemos es a, una vez encontrado lo multiplicaríamos 
por el divisor lo cual nos daría a'-2 a' b +a  b' que restado del 
dividendo nos da—a' b + 2 a b'—b', para encontrar el segundo 
término del cociente se divide el primer término del resto—a' b por 
el primero del divisor a' que sabemos es —b, una vez encontrado 
lo multiplicaremos por el divisor lo que nos daría---013+2a b' +b', 
que restado del resto Dos da cero. Aquí como en él aspecto par-
ticular se acostumbra á hacer la multiplicación y la resta á un mis- 
mo tiempo para abreviar la operación, y á disponerla en la misma 
a'•-3a'b+3 ab' — b" a'--2a'b+b' formacomosigue: 
a' b + 2 a b' a — b dispuesta así la 
operacion se dice 
a' dividido por a' 
da a, a por a', a' 
como se ha de restar menos a' y mas a' del dividendo se reduce, 
a por menos 2 a' b menos 2 a' b como se ha de restar mas 2 a' b y 
menos 3 a' b del dividendo queda menos a' b que se escribe de-
bajo de menos 3 a' b, a por b', a b' como se ha de restar menos 
a b' y mas 3 a' b' del dividendo queda 2 a b' que se escribe deba. 
jo de 3 .3b' y lo mismo con el segundo término del cociente -j- b. 
De lo expuesto se deduce la siguiente 
REGLA DE LA DIVISION. Para dividir cantidades literales de 
forma entera, se éscriben ordenados el dividendo y d continuación 
el divisor separados por una raya de arriba abajo y se subraya el 
divisor para escribir debajo el cociente, hecho esto, se divide el pri. 
mer término del dividendo por el primero del divisor y así se o6- 
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tiene el primero del cociente, una vez obtenido se multiplica por el 
 
divisor y el producto se resta del dividendo haciendo la multiplica-
ción y la resta á un mismo tiempo; el primer término del resto ha-
llado se divide por cl primero del divisor y así se encuentra el se-
gundo término del cociente el que se multiplica por el divisor y se 
 
resta cl producto del resto anterior y así se continúa hasta llegar 
 á 
um resto cero ó d un resto cuyo primer término no sea divisible por 
 
el primero del divisor. Esta regla tiene partes esenciales y partes 
 
convenientes, las esenciales son dividir el término de mayor ó menor 
 
grado del dividendo por el de mayor ó menor grado del divisor y 
 
lo mismo los restos que encontráramos restando los productos de 
 
los diferentes términos hallados en el cociente por el divisor hasta 
 
llegar á un resto cero ó cuyo término de mayor ó menor grado no 
 
pudiese dividirse por el mayor ó menor grado divisor, pues es evi 
 
dente que así encontraríamos el cociente; las convenientes son la 
 
ordenación del dividendo y divisor la disposición práctica de la 
 
operación y hacer la multiplicación y la resta á un mismo tiempo, 
 
pues con ellas se facilita y abrevia notablemente la operación. 
Si 
(a5 — a' 
(a4 13'4-
linomios 
varios términos 
cion en 
a' 
—8.áb  
+  a2 h2 
—a b3 
queremos 
b — a` - b" 
2a3 b1)x
que están 
con 
la forma siguiente:  
x4 + a3 
—a' b 
— a3 b2 
a2 b3 
--F; 5 
—a3 
 b2 
-- a'b 
—2a3 b2 
+ a2 b3 
dividir 	 (a' 
a3 b5) x3 
 --a= por 
ordenados 
el mismo 
X 3 —a" b 
—2a4 b2 
—a b3 
EJEMPLO. 
— a3 b 	 b3 — 
— (a3 b -}- 2 a' b'2 -- 
(a' —ab)x 2 ± a'x
con respecto á x la cual 
exponente dispondríamos 
s 
xi -). al.•h3 	 l'_a2 b6 1 
+2a3 hi 	 o 
a 	 b') 
a b3) 
--a4 b'2 , 
entra 
0-a2b 
-a b2 
'a2 —ab 
la opera
a3X-a2h''  
x' -}-
x' -}- 
po- 
en 
- 
x+1 1 —a4  1)., 	 .,' 
—a3 h 	 l,2 + a' ba 
+ a2 b4 
—a' b 
—a' V/ 
-F a2 b s 
—a h3 
^ 
- Gt 
+ a3 hi 
DIVISIONES PARCIALES 
 
a 4 —a2 b -,-a2 b2 —ab3 
0 
—a' b-2a3 b'2 +a2 b2 
a3 b2 	
' 
+ a5 b 
+a'b`= 
+ i12 b' 
—a b3 
+ b'' 
' a2 —ab 
—a2 b—ab2 
0 ^ I 
a2 b' —ab'' a,' —ab  
° 
	 l,s- 
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308. Hemos visto que no en todos los casos la división es 
 exacta; así cuando se dividen dos monomios, la división será 
inexacta cuando el coeficiente del dividendo no sea múltiplo del 
divisor, cuando el divisor contenga alguna letra que no se ha-
lle en el dividendo y cuando alguna letra en el divisor tenga ma-
yor exponente que en el dividendo; cuando tengamos qùe dividir 
un polinomio por un monomio la división será inexacta siempre 
que algún término del dividendo no sea divisible por el divisor; 
y por último en la división de polinomios cuando el primero y últi-
mo término del dividendo no sean divisibles por el primero y úl-
timo del divisor, y cuando el primer término de un resto no sea di-
visible por el primero del divisor. Un monomio nunca es divisible 
por un polinomio; pues un polinomio multiplicado por un monomio 
ó polinomio siempre, nos dá un polinomio. De cualquiera manera 
en todos los casos de división inexacta después de encontrar el 
cociente que se pueda le completaremos con una fracción cuyo nu-
merador sea el resto entre cl dividendo y el producto del divisor 
por el cociente hallado y el denominador el divisor: en efecto sea 
A cl dividendo B el divisor y Z el cociente incompleto hallado y 
tendremos evidentemente A—BZ±A--BZ y dividiendo por B re-
sulta A = Z  B 	 B coa 5,EGUNDO. 
'opiedades elementales  
LECCIÓN 40.'  
Dl^ 1slbit1dnd S  descomposición on factores 
309. La divisibilidad tiene aquí como en el aspecto particular  
el mismo objeto (t36); ya sabemos cuando un monomio es divisi-
ble por otro, así como cuando un polinomio es divisible por un  
monomio, pero no sabemos sin ejecutar la división cuando un po-
linomio es divisible por otro, una vez que no basta que el pri-
mero y último término del dividendo sean divisibles respectiva-
mente por el primero y último del divisor, si no que además es  
preciso que el primer término de cada resto parcial lo sea también  
por el primero del divisor, lo que no podemos averiguar sin  
ejecutar la división en la mayor parte de los casos por procedi-  
mientos más breves que el consignado en la regla de la división;  
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esto hace que aquí como allí se limiten los caracteres de di. 
visibilidad á los binomios x—a y x+a=x—(—a). 
310. CARACTERES DE DIVISIBILIDAD POR X -- A. Si tenemos 
un polinomio ordenado con respecto a x y lo dividimos por 
x—a, el resto será un polinomio de la misma forma, sin más 
que poner en lugar de x, a: pues si representamos el polinomio 
por A xm + A, xm-I + At xm-t +  + A n xm-n + + 
Am, el cociente por Z, y el resto por R, tendremos (308), A xm + 
A, xm- ' +A, xm-' + + A"xm _t + +Am =(x—a) Z + R y 
poniendo en esta igualdad en lugar de x, a, y teniendo en cuenta 
que el divisor x—a se anula y por tanto el producto (x—a) Z, en 
el segundo miembro no quedará más que R, puesto que para que 
lleguemos á un resto cuyo primer término no sea divisible por x, es 
necesario que ese resto no contenga x, por lo que al verificar la 
sustitución en los dos miembros de la igualdad de x por a, R no 
varía, y por consiguiente tendremos  . evidentemente A am + 
A, am-' + At am-2 + + A„ am-'' + + Am = R. 
Lo que nos dice que: para que la división de un polinomio or-
denado con respecto d las potencias de una letra cualquiera sea di-
visible por la diferencia entre esa letra y un valor cualquiera de 
ella, es preciso que sustituyendo en ese polinomio en lugar de esa 
letra su valor el polinomio se anule. 
Recíprocamente, si suponemos que un polinomio ordenado 
con respecto á una letra, es divisible por la diferencia entre esa le. 
tra y un valor cualquiera de ella esto querrá decir: que el polino-
mio se anula poniendo en lugar de la letra ordenatriz ese valor. 
ESCOLIO. Es notable la ley que siguen los términos del co-
ciente y los restos respectivos al efectuar aplicando la regla de la 
división, la operación de dividir un polinomio ordenado con respec-
to á una letra por la diferencia entre esta letra y un valor cualquie-
ra de ella, como se vé á continuación. 
 
m 	 m-n 
x.. 4 A„ x+A „ ; , 
+A a + Ana 
..-1 
+Áa" -; .  +Aa" 
      
Ax+A, 
+Aa 
m-n-I 
x+ . 
x—a 
   
m -1 
Ax+A, 
+ Aa 
ni n -I 
x +... +A";x+ A"'' 
+ Aa + A na 
n 1 	 I 	 • 
• 	
+ Aan;I 
+ Aa" 
x 
m-n-t 
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Porque se vé que: el primer término del cociente tiene un 
 
coeficiente igual al del primer término del dividendo—llamando 
 
aquí coeficiente, por extensión, á todo lo que multiplica á la letra 
 
ordenatriz—y la letra ordenatriz con un exponente igual al que 
 
tiene en el primer término del dividendo disminuido en una uni-
dad; el exponente de la letra ordenatriz va disminuyendo de un 
 
término del cociente á otro en una unidad; el coeficiente de cada 
 
término del cociente se forma agregando al coeficiente del término 
 
que ocupa el mismo lugar en el dividendo, el producto del coefi-
ciente del término anterior del cociente por a; cada resto se com-
pone de los términos del dividendo con los cuales no hemos ope-
rado, mas el producto del término del cociente que ocupa el mismo 
 
lugar por a. Esta ley que Vos se verifica para los dos primeros 
 
términos del cociente ylos dos primeros restos, se acostumbra á  
demostrar por el procedimiento llamado de inducción matemática, 
ie consiste en suponer que la ley que nos proponemos demostrar  
es cierta para un número cualquiera de términos y evidenciar des-
pués que lo es también para un término más; como hemos hecho  
en la operación anterior, en que hemos supuesto que era cierta  
garà los.n primeros términos del cociente, y los n primeros restos,  
y vethos después que es cierta también para un término más y un  
resto más: de donde se deduce que como se verifica para los dos  
meros términos del cociente y los dos primeros` restos, se veri-
ficará para los terceros y así sucesivamente, es decir, que es ge-
neral. 
311. Aplicando el teorema anterior y su escolio* á las ex- 
"3-01- -   am xm + am xm — am Y^% -F am p ' ñes   	 , 	 y 	 tendremos  
x—a x — a x + a x+ a  
x — a 
 
xm —.Raw 	 ^ 
+ ax °1-2 + a' x m-a + 	 + an" ,  
xm + am 
 
— x m-t + axm
-y 
 
x —a 
xm 
— am 
A 
x +a 
x•,+ am 
	  x m-1 ax m-4 + at x m3   
x -l-a  
Lo que nos dice que: t.° la diferencia de las potencias iguales  
Y n^-t + x m-s — 	  
^ 
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de dos cantidades es siempre divisible por la diferenci a de estas 
cantidades, y que la ley de cocientes se simplifica diciendo que el 
primer término del cociente es igual al primero del dividendo dis-
minuyendo su exponente en una unidad, y que el exponente del 
primer término del dividendo va disminuyendo, de un término á 
otro del cociente, en una unidad hasta el último en que es cero, 
as{ como el del segundo término va aumentando en una unidad 
desde el primero que es cero hasta el último que es igual al que 
tiene en el dividendo disminuido en una unidad; 2.° la suma de las 
potencias iguales de dos cantidades nunca es divisible por la dife-
rencia de estas cantidades y su resto es 2am; 3.° la diferencia de 
las potencias iguales de dos cantidades es divisible por la suma de 
ellas cuando las potencias son pares y si son impares el resto 
es - -2a"'; y 4. 0 la suma de las potencias iguales de dos cantidades 
es divisible por la suma de estas cantidades cuando las potencias 
son impares y si son pares el resto es 2a 
312. DESCOMPOSICIÓN EN FACTORES. Como los monomios 
son productos de varios factores, para descomponerlos en sus fac-
tores simples bastará descomponer el coeficiente y seguirle de las 
letras que evidentemente son factores primos. 
Los polinomios no es fácil descomponerlos en factores sim-
ples por medios elementales. Mas en algunos casos se les puede 
descomponer, teniendo en cuenta las aplicaciones de la multiplica-
ción al cuadrado y cubo de un binomio, la separación de factores 
comunes, el producto de,la suma de dos cantidades por su dife-
rencia y la divisibilidad por x—a. 
EJEMPLOS. 
Descomponer en sus factores primos los polinomios si- 
guientes: 
I.° a' x` + 2 ax' y -}- yY =(ax' + y)', 
2.° 25 x'y` + 20x372 z -+- 4z4 =(5 x y'-{- 2 z)'. 3•° 
2 7 a3 x3-54 a' b' x' y + 36 ab` x y'-8b6y 5=(3 ax--213 4 y)'. 
4.° 16— a'= (16 -4- a)(16—a). 
5•0  x'- 7x+ 12= (x-3)(x- 4)• 
6.° ax3 y — axy' — a x y(x' — y') = axY (x + Y) (x Y)• 
7•° x3 + y5 —(x+ Y)(x` — x'y+ xs)7' —x y' y').  
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LECCIÓN 41.' 
Máximo común divisor y mínimo común múltiplo. 
313. Lo expuesto en el aspecto particular respecto al máximo 
común divisor y mínimo común múltiplo es aplicable aquí, si bien 
cuando necesitemos encontrar el m. c. d. ó el 
 in. c. in. de dos po-
linomios que tengan más de una letra el procedimiento excede de 
los límites propios de la parte puramente elemental; por tanto nos 
ocuparemos solamente de la determinación del m. c. d. y m. c. in. 
de monomios y respecto de los polinomios únicamente los que 
tengan una sola letra. 
314. Para hallar el m. c. d. de dos ó más monomios se hallará 
el m. c. d. de los coeficientes y á continuación se pondrán las letras 
comunes afectadas de los menores exponentes (156 y 167, 1. 0). 
Así el ln. c. d. de i5 a' bs c, 2 1 a' bes y 75 as b3 c` d, es 3 a' bc. 
315. El procedimiento expuesto (156) es aplicable á la deter-
minación del m. c. d. de dos polinomios de una letra, si bien te-
niendo en cuenta que el in. c. d. de dos cantidades no se altera 
cuando se multiplica ó se divide á una de ellas por un factor primo 
con la otra, una vez que el m. c. d. solo contiene los factores co-
munes. Así si queremos hallar el m. c. d., de los polinomios, 
2 X+ + I I X3 — 13 xs 
—99 x — 45 Y 2x3 — 7x 2 — 46 x— 21, 
dispondremos la operación en la siguiente forma: 
x + 9 	 x + 7 
2 x3 — 7x 3 --46 x-21 2 x 2 +7 x+3 m. c. d 
—14x4 --49 x 
0-  
En esta operación hemos seguido la regla (156), más el primer 
resto 96 x2 -1- 336  x -{- 144, hemos tenido que dividirlo por 48 
factor primo con el divisor, pues de otra suerte hubiésemos tenido 
que multiplicar al divisor por 48 para que el primer término hu-
biese sido divisible por el primero del resto que pasa á ser divisor 
lo que hubiera complicado la operación por más que nos hubiese 
dado el mismo resultado (160). 
2 x+ +11 x3- -13 x2 --99 x -45 
18 x1 +33 x2 +78 x 
96 x 2 + 336 x +144 
2x2+ 7x+ 3 
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316. En el caso que los polinomios fuesen fácilmente descom-
ponibles en factores primos se abrevia la operación descomponién-
dolos en factores y multiplicando los factores primos comunes 
afectados del menor exponente (167, 1. 0), así como si á simple 
vista viéramos que no tenían ningún factor común el m. c. d. sería 
la unidad. 
EJEMPLOS. 
1. 0 Hallar el m. c. d. de los polinomios, 24 (x;- -xty-1-xy'-nys) 
y 16 (x3—xty+xy'—y 3), descomponiéndolos en factores tendremos; 
24(x3±xty±xy4±y3)=23X 3(xt±yt)(x±y) m. C. d. = 23 (x' +- yt) 
16(x3—xty±xyt—y3)= 24(xt±yt)(x —y) 
2.' Hallar el m. c. d. de los polinomios 7 x' — 4 x' -1- 3 xe—I 
y 4 x' — 24 x y -l- 144 y', en este caso como el segundo es el 
cuadrado de 2 X — 12y = 2 (x — 6y) y ni 2 ni x — 6y divi-
den al primer polinomio, es claro que el m. c. d. será la unidad. 
317. Para hallar el m. c. m. de dos ó más monomios, se 
encontrará el m. c. m. de los coeficientes y á continuación se pon-
drán las letras de todos ellos con los mayores exponentes 
(170, 174, i.°) Así el m. c. m. de 15 a 5 b' c, 21 a` b c' y 75 a'b 3 c'd, 
es 3 X 5'.7a'b5 e'd. 
318. El procedimiento expuesto (170) es aplicable á la deter-
minación del m. c. m. de dos polinomios de una letra. Así si que-
remos hallar el m. c. m. de los polinomios, xb-1 1x3-6x'±28x±24, 
y x3±59x3-1 4x'-34x4-252 x-1-360, encontraríamos primero el 
m. c. d. dividiríamos uno de ellos por el m. c. d. y el cociente lo 
multiplicaríamos por el otro en la siguiente forma: 
• I 
x3-14x4+ 59x3-34x2-2 5 2 x+ 360 x`-1Ix3— 6xt+ 28x+ 24 
—14)0; + 70x 3-28x'-280x+ 33 6 5x'-13x3-26x'+ 52x 
— x'+ 5x3— 2x'— 20x+ 24 I 2x3-36x'-48x+ 144 
x3— 3xj-- 4x+ 	 12 
—x-5 	
—x+ 2 
—x'+ 5x 3
-2x'-20x+ 24 x3-3xt-4x+ 12. m. c. d. 
2x3-6x'— 8x 
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Una vez hallado el m. c. d. dividiremos uno de ellos por él, 
 
en esta forma:  
x5—I Ix3— 6x2 +28x-{-24 x 3-3x'-4x-{- I2 	 Multiplicando el 
3x' 	 7x3-18X! 	 x3,+ 3x +2 	
 cociente así obteni- 
2x5— 6x!
-8o do por el otro poli-
nomio hallaremos el  
m. c. m. en esta  
forma.  
x"-1 4X`H- 59X5  - 34x3-252x +360  
X'+ 3x -}- 2 
x' 	 14x"+59x5— 34x4-252x5+360x5 
+ 3x6— 42x3- 177x'— IO2x3-756,0+- I080X 
+ 2x3 — 28x'+ I 18X 3— 68x3— 504x +720 
X7- 11X6 + 19X3-115x'_-236x 3-464X2 + 576x+720, m. c. ni. 
319. En el caso que los polinomios fuesen fácilmente descom-
ponibles en factores primos, se abrevia la operación descomponién-
dolos en factores y multiplicando los factores primos afectados del  
mayor exponente (174,11, así como si á simple vista viéramos que  
no tenían ningún factor común el m. c. m. sería el producto de los  
polinomios. 
 
EJEMPLOS. 
I.° Hallar el m. c. m. de los polinomios, x'+  x3 + 2x3 + x + 1 
y x'—I, descomponiéndolos en factores tendremos 
x^ + x5 + 2x3+ X +I—(x!+ I)  (x!+  x -t- i) m. c. m. =(x! + x+ 1) 
x'—I=(x!+ I) (x + y) (x—I) (x!+ i)(x+ I)(x—I)  
2.° Hallar el m. c. m. de los polinomios, 7x 6-4x'+ 3x1—I y 
4 X! — 24 xy ^-- i44yl, en este caso como no tienen ningun fac-
tor común el m. c. m. es un producto.  
Escollo. Hay que observar que la determinación del  in. c. d. 
y el m. c. m. de varios polinomios de una letra se hace lo mismo  
que en el aspecto particular y que todas las propiedades allí  
consignadas así como las abreviaciones, son en las mismas cir-
cunstancias aquí aplicables.  
eNC-1-4-c)."  
9 
31 
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LIBRO II. 
Expresiones literales de forma fraccionaria 
CAPÍTULO PRIMERO. 
Operaciones fandamentales. 
LECCION 42.' 
Adición, sustracción, multiplicación y división. 
390. Hemos visto (76) que para representar los números frác-
cionarios de los sistemas de numeración distintos del decimal te-
níamos que escribir sus dos términos separados por el signo 
de la división, y como aquí las expresiones literales de forma 
fraccionaria pueden sus términos ser números cualesquiera, en-
teros, fraccionarios ó incomensurables: llamaremos fracciones li-
terales, á la división indicada de dos cantidades literales pueda 
ó no efectuarse. 
De esta definición se deduce que las alteraciones y transfor-
maciones expuestas en la lección 2o.a, no las podemos admitir 
aquí sin demostración; una vez que allí nos fundamos en la de-
finición de número fraccionario que exigía como sabemos que los 
dos términos fuesen números necesariamente enteros; mas como 
por las mismas razones allí expuestas, necesitamos para calcu-
larlas conocer las alteraciones que experimentan sus términos para 
de ellas deducir las transformaciones, de aquí el que tengamos 
que ocuparnos como allí: t.° de las alteraciones del numerador, 
sin alterar el denominador; 2.° alteraciones del denominador sin 
alterar el numerador; y 3.° alteraciones de los dos términos. Si 
bien no ocupándonos más que de demostrar eii cada caso los 
teoremas fundamentales. 
De dos fracciones literales que tienen el mismo denomina-
dor, es mayor la que tiene mayor numerador: en efecto, sean 
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las fracciones b  y —+I - tendremos evidentemente; a — - b y 
a+` 
	 -,' + b luego queda demostrado el teorema yes por tanto 
b 
aplicable á las fracciones literales todo lo consignado (176). 
De dos fracciones literales que tienen el mismo numerador, 
es mayor la que tiene menor denominador: en efecto, sean las 
fracciones b y -- , tendremos evidentemente; a = b x v y 
a = (b 4- c) x b+c , pero como los dos primeros miembros de es- 
tas dos igualdades son idénticos los segundos necesariamente tienen 
que ser iguales, es decir, b x  b = (b + c) x 
ba c 
 , mas los dos 
miembros de esta igualdad se componen cada uno de dos fac-
tores, y el primer factor del primer miembro es por hipótesis me-
nor que el primer factor del segundo miembro, luego para que 
la igualdad se verifique es preciso que el segundo factor del 
primer miembro sea mayor que el segundo factor del segun- 
do miembro, esto es b > b+c ' conforme al teorema, siendo por 
tanto aplicable también á las fracciones literales todo lo con-
signado (177). 
Como lo consignado (178) se funda en los teoremas (176 
y 177) y en que todo quebrado cuyos dos términos son igua-
les tiene por valor la unidad, es claro que demostrados esos teore-
mas para las fracciones literales y siendo evidente que toda can-
tidad dividida por sí misma nos dá por cociente la unidad, se-
rá aplicable á las fracciones literales. 
Siendo el fundamento de las transformaciones las alteraciones, 
claro está que las transformaciones de las cantidades literales de 
forma fraccionaria se harán por las mismas reglas que las de los 
números fraccionarios. 
321. Teniendo en cuenta lo expuesto en la lección 22.2 ten-
dremos las siguientes reglas. 
REGLA PARA SUMAR FRACCIONES LITERALES. Se reduce á 
mi denominador común, se suman los numeradores y á la suma 
se la pone por denominador el denominador común. 
REGLA PARA RESTAR FRACCIONES LITERALES. Se reducen á 
i¡ 
I¡ 
—3 24 
— denominador comías, se restan los numeradores y á la resta se la  
pone por denominador el denominador común.  
322. Los razonamientos mediante los cuales obtuvimos la  
regla para multiplicar números fraccionarios (222), no son aplica-
bles aquí, puesto que allí los fundábamos en que los términos eran 
 
números enteros, por tanto necesitamos aquí emplear otros razo-
namientos. Así si queremos multiplicar b por -Tic ord , supondremos  
que -ñ = x, --=y,  de donde a=bx, c=dy, igualdades que mul-
tiplicadas miembro á miembro nos dan ac=bdxy, pero si dividi-
mos los dos miembros de esta igualdad por bd, y ponemos en 
 
lugar de x é y sus valores 
que nos dá la siguiente 
REGLA PARA MULTIPLICAR FRACCIONES LITERALES. Se  
multiplican los numeradores y al producto se pone por denominador  
el producto de los denominadores. 
323. Por las mismas razones expuestas en la multiplicación la 
 
regla para dividir números fraccionarios (235), no es aplicable á  
las fraccionès literales, mas como operación inversa de la multipli-
cación es claro que obtendremos siempre el cociente de dos  
fracciones literales multiplicando la fracción dividendo por la frac-  
ción divisor invertida; puesto que multiplicando el cociente así ob-
tenido por el divisor nos dá por producto el dividendo. Así si que- 
remos dividir á 
 por ` el cociente será á X á = ad pues ad b 	 d 	 b 	 c 	 bc 	 bc 
cad^ _ a _ 	
, de donde tendremos la siguiente X d 
	 bcd 	 b 
REGLA PARA DIVIDIR FRACCIONES LITERALES. Se multi-
plica el quebrado dividiendo por el quebrado divisor invertido.  
ESCOLIO. Hay que observar que todo lo consignado en las  
lecciones 23.a y 24.a es aplicable en las mismas condiciones á las  
fracciones literales. 
 
354. Como los términos de una fracción literal son siempre nú-
meros, puede suceder que al determinar su valor numérico tomen  
ciertas formas particulares por anularse uno de los dos términos  ó 
los dos á la vez. Así si representamos una fracción literal cualquiera  
b
a 
 y d, tendremos ^ = b X-á , lo 
-3 2 5 — 
por 	 , esta fracción tomará la forma  7-3 -,  cuando A se anule, 
A 
 cuando se anule B, y —° cuando se anule A y B por valores 
0 	 0 
numéricos atribuidos á las letras que entre en A y B: estas formas 
particulares que no se presentan nunca en los números fracciona-
rios, es necesario saberlas interpretar ó lo que es lo mismo con-
venir en lo que representan estos símbolos. 
Desde luégo 	 nos dice que tenemos que encontrar un nú- 
mero que multiplicado por B nos dé cero, y como solo cero multi- 
plicado por un número cualquiera nos dá cero, haremos el con- 
venio de que: cero partido por cualquiera cantidad es igual á 
cero: -A nos dice que tenemos que encontrar un número que mul-o 
tiplicado por cero nos dé A y como ningún :iúmero multiplicado 
por cero nos dá más que cero, para interpretar esta forma tenemos 
que recordar que cuando permanece constante el numerador de 
una fracción si el denominador va disminuyendo la fracción va 
aumentando: de modo que si para fijar las ideas suponemos que 
teniendo siempre el mismo valor A, B tomase los valores suce-
sivos 1, o' I, ó o1' ó oot y así sucesivamente el valor de la 
fracción tomaría los valores A, i oA, i ooA, 1 000A, &.a es de-
cir, valores cada vez mayores de modo que siendo B suficiente- 
mente pequeño puede llegar á ser B mayor que cualquier número 
por grande que sea y en el límite, esto es, cuando B se anule la 
fracción  se hard infinitamente grande; de aquí el que al sím- 
bojo n  se lé llame el infinito y se representa por CO; por tanto 
podemos hacer el convenio de que: toda can 'idad partida par cero 
es igual al infinito. -- ---- -- nos dice que tenemos que encontrar un 
o 	 . 
número que multiplicado ,por ccro nos dé cero, y co:no todo nú-
mero multiplicado por cero nos di cero, baremo.; el convenio de 
que: cero partido pdr cero es un símbolo, en gene r...', de indetermi-
nación, es decir que representa un .número cualquiera. Decimos en 
general, porque puede suceder que los dos términos de una fracción 
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se anulen para ciertos valores de las letras que entran en sus tér-
minos y sin embargo no tenga un valor cualquiera sinó un valor 
 
determinado, á causa de tener los dos términos algún factor co-
mún que se anule para dichos valores, en cuyo caso será preciso 
 
suprimir el factor común y hacer después la sustitución para en- 
x! - at 
contrar el verdadero valor. Así si tenemos la fracción  	 y x - a 
damos á x el valor a, nos resultará 
	
; pero si tenemos en cuenta 
 
que los dos términos de esa fracción son divisibles por x--a y supri-
mimos ese factor común obtendremos x-i-a cuyo valor poniendo en 
 
lugar de x, a, es 2a y no °--. De A  = co, se deduce que n 
0 	 0 	 o  
= o: cuando hayamos de calcular con CO pondremos en su lu- 
A 	 A B C gar —, así CO X 00 = —X—= --= CO- 0 	 0 	 0 
EJERCICIOS.  
70 b 	 9a2 b= 	 5ab5 1.0 Sumar las frac.s 6a2 b= ± 4a3 b + 12a4 
a + b 	 3a2-6b 7a' -21b6 2.° Sumar las frac.s a - b 
	 + 3a2 +6b+ 7a' +21b6 
7ab2 c3 -14b0 
	 36a2 b3 0 ± 24ab2 c; 3.° Restar las frac.s 	 a 	 + b - 	 a - b 
3a- e3a + c 8a+ bac 
	 15e2 d I.o Multiplicar las frac.s 	  X 	  f 	 c aa+b2 0-ba 20b"5 \/ 150  
45a3 b2 . 7a5 ca 3a' -48bl . aa -41P 
 5.0 Dividir las frac.s 150 e • 14a b 2 ' a -+- b • a + b 
6.° Efectuar las siguientes operaciones indicadas 
 
(  1 	 1 1 	 a 	 3bá 
a 	 b ) c^ -2ac 	 + bX2a2 
b-a 
	 c . 2d3 
a2 	  X c -{- 2ac 	 d • 30 
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LECCIÓN 43.' 
Adición, sustracción, multiplicación y división 
do fracciones de forma entera. 
325. Ya sabernos que las fracciones literales las podemos 
escribir en forma entera mediante los exponentes negativos. Así 
3 3 a 
la fracción ' [a b c d = I l a -- I I x 5 — ' ab— ' c—' f— '  , una vez 5ai b' c3 df 	 5bcf __ 	 >.<  
que toda cantidad con exponente negativo es igual á la unidad 
partida por la misma cantidad con exponente hecho positivo; de 
donde se deduce también que toda cantidad con exponente po-
sitivo .es igual á la unidad dividida por la misma cantidad con 
exponente positivo, lo que nos permite en una fracción literal 
pasar un factor del numerador al denominador y viceversa sin más 
que cambiar el signo del exponente, de manera que en la fracción 
Iia3 b3 c:d 
anterior podemos escribirla en la forma siguiente 	 ; + , _ sa b c df 
5—' a—! b—+ c-3 d-1 f— 1 
11-1 a" 3  tf-3 C': 	 ; si bien pocas veces ocurre en el cálculo 
el tener que pasar un factor del numerador al denominador, sino 
que lo más común es pasar un factor del denominador al nume-
rador con el fin de escribir una expresión literal de forma fraccio-
naria en forma entera. 
Las operaciones fundamentales con las fracciones literales 
escritas en forma entera se efectúan por las mismas reglas que he-
mos expuesto en el libro anterior, lo que hace que en muchos 
casos nos convenga emplear esta notación. 
3!6. Para sumar cantidades literales fraccionarias escritas en 
forma entera seguiremos la regla dada para la forma entera; una 
vez que los razonamientos que allí hicimos no se fundaban en el 
valor ni modo de influir de los exponentes, es decir, que se escri-
birán unas á continuación de otras con los mismos signos. 
327. Para restar cantidades literales fraccionarias escritas en 
forma entera, teniendo en cuenta to que hemos dicho en la adi-
ción, se escribirá el minuendo y á c ntinuaciun cl sustraendo con 
los signos cambiados. 
328. I'or lo que hace á la multiplicación de estas cantidades 
ya no sucede lo mismo que en las operaciones anteriores; una vez 
     
t.- 
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que hay que atender á los exponentes de las letras iguales, en la 
multiplicación de un término por otro, para sumarlos; de aquí el 
que necesitemos para poder aplicar la regla de la multiplicación 
de cantidades enteras demostrar que el producto de dos potencias 
de una misma letra cuyos exponentes sean negativos se efectúa 
sumando los exponentes, es decir, que a m x a a"a""1-"  , en 
	
1 	 I 	 I 
efecto, a'm x a" _- — x - - = 	  y por tanto (415) 
	
am 	 a" 	 am ¡ n 
a-m x a"= am-": demostrado esto, es evidente que para multi-
plicar fracciones literales escritas en forma entera basta seguir la 
regla de la multiplicación de las cantidades enteras. 
359. La división como operación inversa de la multiplicación 
se efectuará con las fracciones literales escritas en forma entera 
por la misma regla que hemos dado para las cantidades enteras 
si demostramos que para dividir potencias de una misma letra se 
restan los exponentes, es decir, que a': a = a"' -, " ; pero esto 
es evidente; una vez que multiplicado el cociente por el divisor nos 
dá por producto el dividendo: luego no hay inconveniente nin-
guno en seguir la regla de las cantidades enteras. 
EJERCICIOS. 
t.° 5 - ' a- ' b' c-' ± 5 -° a- ` b-j c-', (a-4 b-' ± 4a) — ( 6_ ° a_a -^^
 3 13-4 ) 
 
2.° (7ab'c' — 5as b'cd-' ±4a'bc- 'd-')9'a'b 'c- ', 
4 a` x= — 3 a' x- -{- 8 al x" 
a" x-4 
CAPÍTULO II. 
Pro/)iedades elementales 
LECCIÓN 44.' 
Yroporoloneti 
330. RAZÓN, es el resultado de la comparación de dos cantida-
des. Cuando dos cantidades se comparan ó nos proponemos ver 
cuánto excede la una á la otra y entonces la razón se llama por 
diferencia, ó cuántas veces contiene la una á la otra, en cuyo caso 
  
  
r 
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se llama la razón por cociente ó simplemente razón: una vez que 
las razones por diferencia, sobre que son muy pocas las aplicacio-
nes que de ellas podemos hacer tanto en los usos comunes de la vi - 
da como en las aplicaciones científicas, no ofrecen como las de por 
cociente ocasione al estudiarlas, cuando son iguales dos ó más de 
ellas, de comprender como insensiblemente puede pasarse de la 
cantidad que se cuenta á la cantidad que se mide, es decir, de la 
cantidad discreta á la continua. 
La razón de dos cantidades homogéneas, será igual mayor ó 
menor que la unidad según que la primera, que se acostumbra á 
llamar antecedente, sea igual mayor ó menor que la segunda, que 
se acostumbra á llamar consecuente; es claro, que antecedente es lo 
mismo que dividendo y numerador, así como consecuente es lo 
mismo que divisor y denominador. En el caso que la razón 
fuese por diferencia sería en la misma hipótesis cero, una cantidad 
positiva ó una cantidad negativa, y antecedente seria lo mismo 
que minuendo, así como consecuente sería lo mismo que sustraendo. 
Si representamos á dos cantidades homogéneas por A y B, pres-
cindiendo del caso en que sean iguales, podrá suceder que A sea 
un número exacto de veces B, ó un número exacto de partes alí-
cuotas de B; ó por último que A se halle comprendida entre dos 
múltiplos consecutivos de una parte alícuota de B. Estos casos 
se pueden representar, suponiendo que c, p, y q son números 
enteros, en la forma siguiente: A —c B, A--Y B, y V- B < A < 
q 	 q 
La razón A : B' será pues un número entero ó un número 
faaccionario ó un número incomcnsurable. 
331. Cuando dos razones están expresadas por la misma limi- 
tación, son iguales. En efecto, si tenemos las razones A : B y C : D 
expresadas por la misma limitación en la forma siguiente: 
<A :B <  N+  ` P- <C: D < P+ ' 	 tendremos 
9 	 q 	 q 	 q 
A : B•-C : D < P+' 
 C : D< P+ ` 	 v - , o lo que es lo mismo 
q 	 q 	 9 
A :B—C:  D <`--, y como siendo q suficientemente grande -`-- 
• 	
q  
puede ser menor que cualquiera cantidad por pequeña que sea, se 
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deduce quc para que se verifique la anterior desigualdad es preciso 
 
que A: B — C: D ^o, de donde A:B —C: D.  
332. Ya sabemos que -A = AM 
 HM- 
 = -`^ X ^ t , 
 por tanto la 
hl 	 13 
razón de dos cantidades se puede hallar mediatamente, multipli-
cando la razón de la primera con otra cantidad que nos convenga, 
 
por la razón de esta cantidad con la segunda.  
De lo expuesto se deduce que A: B: C=-(A: M): (B: M): (C: M), 
 
ó lo quees lo mismo A: B=(A: M): (B: M) y A: C=(A: M):(C: M): 
 
A 
una vez que Î . = s ; puesto que A  X .\í = Î ; de donde  
varias cantidades son entre sí como sus razones respectivas con la 
 
misma cantidad. 
c 333. PxoPoRcióN, es una igualdad de razones. Como -- --  
s
- 
  — i> 
las cantidades que ocupan iguales lugares se llaman homólogas, y las 
que ocupan distintos lugares opuestas: A y C, B y D son homólo-
gas, A y D, B y C son opuestas, tambiea á las A y D se las llama 
 
extremas y á la B y C, medias. 
 
El producto de las cantidades opuestas en la proporción 
 
A 
 c 
 son iguales si las cantidades están referidas á la misma 
 
unidad. En efecto, tic 
	
11 – '^ t ^^ X ^^-, pero -
1
_
) 
 _^ . 13- luego 
c.  
:fin 
	 AB 
X A 	 ^^
 • 
 
33i. Los cocientes que resultan de dividir en una proporción 
cada cantidad por su homóloga son iguales. En efecto, sea la propor. 
ción. 
A: B: C 
	 D: E: F, tendremos A: D 
	 B: E 	 C: F una 
vez que, (332) A : D = -B- X - Î^ - pero por hipótesis- ^; - r)-, 
 luego A : 1) _   - 
 X -  is  — B: E, y así sucesivamente. 
 
335. Cuando tenernos la razón de dos polinomios de la forma 
AX + By cz 
 si 
 Am Rn Cp sustituimos las cantidades A, B y C, por otras + + 
I), E y F que estén entre sí como las que reemplazan, la razón no  
varía. En efecto de la proporción D: E : F=A :B:  C, se deduce, se- 
gún el teorema anterior, l) : A=E :B -F : C, multiplicando por tan- 
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to en los polinomios dados las cantidades A, B y C respectivamen-
te por D: A, E : B y F : C, tendremos lo que nos proponíamos. 
 
336. Si dos proporciones se multiplican ordenadamente resulta 
 
otra proporción. En efecto, sean las dos proporciones. 
 
A:B:C=D:E:FIAL:BM:CN=DP:EQ:TR, supro-
L 	 : Q : R t,ducto ordenado, decimos que es una pro- 
porción; puesto que - A I" 	 I. 	 A 	 U P 	 1 	 q 	 BM 	 ls >C M pero por hipótesis 3  = 1. , Y  
I, 	 l' 	 AL I) 	 l' 	 DP 
--, luego -------- -x—= —, 
 y  así sucesivamente.  Q 	 BDI 	 r. 	 Q 	 EQ 
337. Se llaman cantidades medias ó medianas las que tienen su 
valor comprendido entre el de otras varias de tal suerte que siem-
pre se verifica que la cantidad media es menor que la mayor y ma-
yor que la menor. Entre dos cantidades se acostumbra á considerar 
tres medias: la aritmética, la geométrica, y la armónica.  
La media aritmética, resulta de la igualdad de dos diferencias 
 
ó razones por diferencias en que las cantidades medias son iguales, 
 á lo que se ha llamado proporción por diferencia ó aritmética y 
tambien equidiferencia que teniendo las cantidades medias iguales 
 
se llama continua. Así, A — x — x — 13, es una equidiferencia 
 
continua en la que conoceremos x sumando a los dos miembros 
 
x -{- B, pues así tendríamos A -}- B = 2 x, y dividiendo 
 
por 2, x --   es decir que la media aritmética ó diferencial en-
tre dos cantidades es la scmisuma de estas.  
La media geométrica resulta de la igualdad de dos razon s qu: 
 
las cantidades medias son iguales, á las que se las ha llamado pro- 
porción geométrica continua. Así 
- 
 i-, es una proporción geo-
métrica continua de la que se deduce y 2 --AB, y extrayendo la raíz  
cuadrada cielos dos miembros y =I/ AB, es decir, que la media  
geométrica ó proporcional entre dos cantidades es la raíz cuadrada  
del producto de estas.  
La media geométrica entre dos cantidades es menor que la  
aritmética. En efecto, (A ± I3) 2 — (A —13)2 =4 A 13 de donde su-
mando á los dos miembros (A — B)2 y dividiendo por 4 tendremos, 
^ - -Bl v extrayendo la rai-r. cuadrad a ( +
z
B 
- 
	 la 	 AB+(_ 
z 
-
1 
 '. 
A + P. 
)
.^ B . 	
` 	
2 
{ 
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La media armónica resulta, de la igualdad de dos razones for-
madas por cuatro cantidades tales que la diferencia de las dos pri 
meras es á la diferencia de las dos segundas, como la primera es á 
la última; esta igualdad se ha llamado proporción armónica, y en 
el caso que las cantidades medias scan iguales se llama continua 
A—z A Así 	  
Z —B — B , 
es una proporción armónica continua, de la que se 
deduce (A—z) B=A (z—B) y efectuando AB — Bz — Az—AB, 
y sumando á los dos miembros AB-I-Bz, se tiene 2 AB—Az-f-Bz, 
ó bien z (A±B) = 2 AB, y z =  2AB  , es decir que la media ar- 
mónica entre dos cantidades es el doble producto de esas cantida-
des dividido por su suma. 
Como de (A±B) z = 2 A B, dividiendo por 2z tenemos 
A+B 	 AB 	 A+B 
2 — Z , y 2 	 es la media aritmética que hemos represen- 
tado por x, A B es el cuadrado de la media geométrica que hemos 
representado por y, tendremos x : y = y: z ó bien xz=y 2, los que 
nos dice que la media armónica es menor que la geométrica, puesto 
que la aritmética es mayor. 
La media aritmética entre n cantidades sería la anésima parte 
de la suma de ellas: así como la media geométrica sería la raiz 
del grado enésimo del producto de ellas. 
LRCÇIÓN 45.' 
F'rneciones continnus. 
338. FRACCIÓN CONTINUA, es una expresión compuesta de un 
número entero, que puede ser cero, mas una fracción que tenga por 
numerador la unidad y por denominador un número entero, au-
mentando en una fracción que tenga por numerador la unidad y 
por denominador un número entero, aumentando en una fracción 
de la misma forma y así sucesivamente. 
Así la expresión 
	 a -I- 
C + 
d+ etc. 
que también • podemos escribir a+ 
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en donde los puntos superpuestos indican que cada término que 
sigue á los mismos pertenece al denominador del término prece- 
dente. Los números enteros y positivos, a, b, c, d 
	
 se llaman 
cocientes incompletos; las cantidades a, 1 , e , d  , se llaman 
fracciones integrantes; las expresiones a = a , a +  — ab  t 	 b 	 b 
t 	 t 	 (ab + t) c + a 
a + 	 _ 	 , 	 se llaman fracciones conver- b + c 	 bc+ t 
gentes ó reducidas. 
Si observamos que la tercera reducida, que hemos formado 
aplicando las reglas del cálculo, se compone del producto de los 
dos términos de la reducida anterior por el tercer cociente incom-
pleto, agregando respectivamente los dos términos de la reducida 
primera; se comprenderá que si este procedimiento fuese siempre 
aplicable nos sería mucho más breve y expedito la formación de 
las reducidas, pero cuando se descubre una ley entre varios tér-
minos encontrados directamente, para estar seguros de ella es pre-
ciso demostrar que si la ley la suponemos cierta para un número 
cualquiera de términos lo será para uno más. Para esto suponga- 
mos tres reducidas consecutivas P  , Q R  para las cuales se P. . '
verifica la ley, y por consiguiente si llamamos r al cociente in- 
completo de la R tendremos R — 	 Qr + P , si suponemos que el R' 	 R' 	 Q' r + P' 
cociente incompleto de la reducida siguiente es s, y la representa- 
mos por S la deduciremos de la anterior poniendo en lugar 
t de r, r 	 , en esta forma, S 	 0. 4" i) •`P — 
 Q(rs+t)+Ps  
' 
	 Q . (r+ é) +P. 	 Q'(rs+t) + P's 
(Q r + P) s + Q 	 1ts + 
	 conforme á la ley; luego: para 
(Q'r+P') S + Q' = R' s + Q' 
formar una reducida cualquiera, se multiplicà, por el cociente in-
completo correspondiente; los dos términos de la reducida anterior, 
y d los dos términos de la fracción que resulte se suman respecti-
vamente los dos términos de la reducida antepreuedente. 
339. Las fracciones continuas nos sirven para expresar por medio 
de fracciones ordinarias irreducibles valores aproximados de can• 
-334- 
tidades comensurables ó incomensurables. Así si quisiéramos el va- 
lor aproximado de 	 en términos más sencillos serla conveniente, 
en la hipótesis de que el quebrado no pueda expresarse por un 
número entero, averiguar el mayor número entero contenido en él 
para lo cual tendremos que efectuar la división de A por B y supo- 
niendo que el cociente sea a y el resto R tendríamos, s = a + 
R --=---a -I- —'-, si ahora repetimos el mismo razonamiento respecto 13 	 13 
R 
13 	 13 
 de - -, tendríamos 
 - -- b ± 1i llamando b al cociente en- R 	 R 	 R 
tero y R' al resto de dividir B por R, y por tanto,  —A = a -l-
t; 
	
continuando de la misma manera y observando que eje- 
R' 
cutamos las mismas operaciones que para hallar el m. c. d. 
de A y B tendremos desarrollado el número fraccionario en frac-
ción continua limitada, es decir de un número determinado 
de cocientes incompletos; puesto que en el procedimiento del 
m. c. d. de dos enteros tenemos que llegar por necesidad á un 
resto cero: de donde, para transformar un número fraccionario en 
fracción continua se halla el m. c. d. de sus dos términos, y los 
cocientes obtenidos 
 serán 
 los cocientes incompletos de la fracción 
continua. 
Los números incomensurables sabemos se expresan mediante 
los comensurables tan próximos á ellos como deseemos, así que si 
A 
es incomensurable se ' expresará mediante la limitación 
P ` , en que  y r  Q` son números comensurables 
los cuales transformaríamos en fracción continua por la regla ante-
rior hasta llegar á obtener cocientes diferentes en cuyo caso la frac-
ción continua que tenga por cocientes incompletos los comunes á 
ambas transformaciones. será la que exprese aproximadamente la 
cantidad incomensurable dada. 
310. Como la regla dada para la formación de las reducidas 
exige que para formar una conozcamos las dos anteriores se vé que 
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no puede aplicarse hasta la tercera y que las dos primeras hay que 
 
encontrarlas mediante las reglas del cálculo, pero como la primera 
 
reducida es evidentemente la prinrera fracción integrante para for- 
mar la segunda se puede seguir la regla dada con tal de que consi- 
deremos antes de la primera como reducida cero -- si la primera 
 
o 	 ' i 
	 ' 	 h 	 ' 	 bc-+ I 
II • I 
	 o 	 I 	
e 
	 cd i- I 
si fuese x--+—+--^ 	 , serian — 	 -----  	 etc. b 	 c 	 d 	 I' b' be+I ' (be+ i ld +b 
341. La diferencia de dos reducidas consecutivas es un quebra-
do cuyo numerador es ± r; es decir, la unidad positiva si el minuen-
do es reducida de lugar par y la negativa en el caso contrario, y el 
 
denominador el producto de los denominadores de las reducidas. 
 
	
En efecto, sean --P , - Q 	 R 
 tres reducidas consecutivas 
' 	 Q' P R'  
cualquiera y r el cociente incompleto correspondiente á la tercera  
tendremos it _ Qr+t' ; restando cada reducida de  'la siguiente,  R' _-- Q'r+P' 
obtendremos n 	 P QP'—PQ' R 	 Q 	 Qr+P 	 Q_ _ Q' — P, — P'Q' ' R' 	 Q' — Q'r+P' 	 Q'  
QQ'r+PQ'—QQ'r—QP' —(QP'—PQ) 
	 por tanto los numeradores de dos  
Q'R' 
diferencias consecutivas son iguales y de signos contrarios, y el de- 
nominador de cada una es el producto de las dos reducidas consi- 
deradas: mas si restamos la primera reducida a de la segunda  
ab+t 
	 i 
—, el resto es 
b 
; luego el numerador de la diferencia entre la  
segunda y la tercera será —r; el de la tercera y la cuarta -}-t, y así  
sucesivamente conforme al teorema, que cuando no tiene parte en-
tera la fracción continua se entiende que esta, es cero.  
Las reducidas son fracciones irreducibles: una vez que para  
dos consecutivas tendremos siempre QP'—PQ—± r; luego ni P, P'  
ni Q, Q' pueden tener ningún factor común pues de lo contrario di-
vidiría á ± t . De donde se deduce que si desarrollamos una fracción  
reducida es mayor que la unidad y - °- si la primera reducida es 
 me- 
nor que la unidad. Así en la fracción continua x 
	 4---' +-'-+••• 
tendremos como reducidas -` 	 "- 	 " l ' ` ` 	 (ab+i)c+ d 
	
 etc; y  
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cualquiera ordinaria en continua y formamos las reducidas la últi- 
ma será la fracción irreducible equivalente á la propuesta. 
La fracción continua, es mayor que toda reducida de lugar 
impar, y menor que toda reducida de lugar par. En efecto, sean 
Q , R tres reducidas consecutivas; sabemos, siendo r el co. Q. 
cíente incompleto de la tercera, q11e R 	 Qr+P ahora, siendo r elR' 
último cociente incompleto considerado completaremos la fracción 
continua poniendo en lugar de r, r mas las fracciones integrantes 
que falten, de manera que si á la fracción continua la llamamos x, y á 
la parte que no se ha tomado y, tendremos, x=Qy+1',  , si resta- Q'y+I 
mos de x Q  tendremos x — Q —  Qy+P  
	
Q' , 	 Q'  
fl Q'(Q'y+I") una vez que PQ' —QP' es el numerador de la diferencia 
P 
de -,-- Q y sabemos es igual á ± I segun que Q sea impar ó— 
par; de donde x > Q si esta reducida es de lugar impar, y por el 
contrario < si esta reducida es de lugar par. Como consecuencia 
se desprende que la fracción continua está comprendida entre dos 
reducidas consecutivas cualesquiera, y por tanto que: el error come-
tido, al tomar una reducida cualquiera por valor de la fracción con-
tinua, 
 será menor que la unida dividida por el cuadrado de su de-
nominador. Lo que hace que en la práctica cuando queremos hallar 
el valor de una fracción continua en menos de una parte alícuota 
de la unidad, basta llegar á una reducida cuyo denominador sea igual 
ó mayor que la raíz cuadrada del denominador de la parte alícuota. 
Una reducida cualquiera se aproxima más á la fracción conti-
nua que la reducida anterior. En efecto sean p y dos redu- 
P 	 Q ' 
cidas consecutivas cualesquiera, tendremos x — Q' — Q' (Q' 
y  x 
- 
 (Q' y+P') ' 	 g los segundos miembros de estas dos P' 	 P'  
igualdades son fracciones que el numerador de la primera es me- 
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nor que el de la segunda y á la vez el denominador mayor; luego 
el primer quebrado es menor que el segundo, es decir x — Q . < 
x - 
P. 
. De aquí se deduce que las reducidas del lugar impar 
van aumentando y las de lugar par disminuyendo; ambas pues van 
convergiendo hácia el valor de la fracción continua, por lo que se 
las ha llamado convergentes. 
349. Son interesantes las aplicaciones de las fracciones conti-
nuas sobre todo á la expresión aproximada de números incomen-
surables; pues esto nos ha servido, como vamos á ver, para en-
contrar en números enteros las equivalencias aproximadas entre 
las unidades de una misma especie de los sistemas de Castilla y 
Métrico-decimal (9o): las equivalencias de que nos hemos valido 
con cuatro cifras decimales son las siguientes: 
Unidades de longitud. 
r legua =5'5727  Kilómetros„ r vara=o' 83 59  metros„ 
1 
 
pulgada=--2'3220 centímetros. 
Unidades de superficie. 
r vara cuadrada=o'6987 metros cuadrados, 
r fanega—o'644o Hectáreas. 
Unidades de volumen. 
I vara cúbica=0'5841 metros cúbicos, 
1 tonelada de arqueo — 1'5184 metros cúbicos. 
r celemín-4'6251 litros, r fanega=ó 555o Hectolitros. 
1 cuartillo=o' 5o42 litros, r arroba=l 2' 5630 litros. 
Unidades de peso. 
1 libra=o'46o1 Kilogramos. 
Si los segundos miembros de estas equivalencias las transfor-
mamos en fracción continua (339) ,  y hallamos las reducidas (34o); 
los términos de las reducidas nos darán en números enteros equi-
valencias aproximadas, en la forma siguiente: no poniendo más re-
ducidas que las que necesitemos para llegar á la última que haya-
mos empleado. 
32 
0'6987mí = 
1 	 1 	 1 	 1 	 1 	 1 	 1 	 1 	 1 	 1 
^ + 	 .42  + 2 3 7 + 2 1 +-1 r-4  + 1 + 1 + 
 z 
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LIBRO III.  
Expresiones literales de forma irracional  
CAPÍTULO PRIMERO.  
Potencias y raices  
LECCIÓN 46.' 
Potencias y raices de los nnononiios.  
313. Como un monomio no es otra cosa que un producto indi-
cado de varios factores, para elevar un monomio entero á una po.  
tencia: se escribe cl signo + s^^ la potencia es de grado par ó el sig-
no que Lleve el monomio si es de grado impar, y á continuación el  
coeficiente elevado á la potencia pedida y las letras con sus exponen-
tes multiplicados por el de la potencia. Así las potencias quinta y  
cuarta de las expresiones siguientes son: (±2a 3b2c) 5=±25a15b"c5, y 
(± 3 a2 b3 c) 4 — 3 4 a8 b12 c4 (118). Si el monomio fuese fracciona-
rio tendríamos que elevar sus dos términos á la misma potencia; en  
virtud de la definición de potencia y de la regla de la multiplica-
ción de cantidades literales de forma fraccionaria. Así las potencias  
Sas b 	 3 3.a y 4. 2 
 de las fracciones literales siguientes son: (± 
	
 4cz ) —  
5 3 a6 1.) 3 	 cabs 4 	 71 al Us 
± 4; 
 ^9  , y ( + 2C-^ _ 
 zl ^ . o , los monomios fraccionara  
critos en forma entera se elevarán por la misma regla que los mo- 
nomios enteros. Así (± 3 a b 2 c-3)2  =3 2 a2 b4 c,–s y (±6á 2b–lc)5 
 ± 65 a
–
'°  b-5 c5 . 
341. Como para multiplicar varios monomios (i 17) se forma  
un monomio con los factores de los monomios dados, se deduce  
que: para elevar un producto cualquiera de monomios á una poten-
cia, se elevan ei esa potencia cada uno de los factores. 
 
Así se tiene. (2 a 3 b2 c) 
 X  (— 4 a2 b) X (7 b3 e2  d -
26  als b12 cs 46 a12 b6 . 76 b18 c12 d—' . 
345. Como la extracción de raices es una operación inversa de  
os es- 
1)s 
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la elevación á potencias se deduce de lo expuesto que para extraer 
 
la raiz de un grado cualquiera de un monomio entero: se escribe el  
signo ± si la raiz es de grado par 
 el signo que tenga el monomio  
si es de grado impar, y á continuación k raiz del grado pedido del 
 
coeficiente, y las letras con sus exponentes divididos por el índice de 
 
k raiz. Así las raices cuarta y quinta de las expresiones siguientes 
 
son: 381 a8 b'2  c4 .:±: 3 a2 b8 c, y 
	 32 a15  b10 C5=-2 a8 b2 c. 
Si los monomios fuesen fraccionarios tendríamos que extraer 
 
la raiz del mismo grado de sus términos. Asf las raices tercera y 
 
cuarta de las fracciones literales siguientes son: 
 
I 125a6 ba 	 5as b 	 4 1 23.912.41.18 	 7ab= 
64C' — 	 4C3 	 e y ^/ 	 16e20 — 	 2C 
En el caso de que los monomios 'fraccionarios estuviesen es-
critos en forma entera, se aplicaría la regla de los enteros. Así 
l/9a2b4c 6= ± 3 a b2 c-3, "-7776 a-l° b-° c' = —6 a-2 b-1 c. 
346. l'ara extraer la raiz de un grado cualquiera de un pro-
ducto de monomios, se extrae la raiz de ese grado de cada uno de 
los factores. Así se tiene 1/4 a2 b4 e6 X 36 a4 b2 X 49 c4 d8 = 
± 2 a b2 c8. 6 a2 b. 7 c2 d4 = ± 84 a3 b3 c6 d4 . 
ESCOLIO. Hay que observar que en el signo de ambigüedad 
de que están siempre afectadas la raices de grado par es indepen- 
diente del signo 3 — 1 de que tendrán que ir afectadas cuando las 
cantidades literales sean negativas; pues bien se comprende que una 
cantidad positiva ó negativa elevada á una potencia par no nos pue-
de dar una cantidad negativa y que por tanto no pudiendo ser las 
raices de grado par de las cantidades negativas ni positivas ni ne-
gativas tienen necesariamente que ser imaginarias. 
347. Los monomios, en virtud de lo expuesto, para que tengan 
raiz exacta de un grado cualquiera es necesario: 1.° que el coeficien-
te sea potencia perfecta del índice de la raiz, y 2.° que los expo-
nentes de las letras sean divisibles por el índice de la raiz; cuando 
esto no se verifica hay necesidad de dejar indicada la operación, 
mas en algunos casos se pucde descomponer el monomio en dos 
 factores uno que cumpla con las condiciones dichas y otro que por
 no cumplir con ellas habrá que dejarlo con el signo radical. Así la
 raiz cuarta de 48 a6 b6 c no podríamos extraerla por no ser ni 48  
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potencia perfecta de cuarto grado ni ser divisibles lós exponentes 
de las letras por 4, pero podemos descomponer 48 en 16 x 4, y 
como 16 es la cuarta potencia de 2 se podría extraer la raiz cuarta 
de ese factor, de la misma manera se podría descomponer a 6 en a4 
 X a2, b' en b4 X b, y por tanto 48a6b5c =-‘4/ i 6a4b4 X(/ 4a2bc 
—2ab v4  claro está, que como en toda igualdad podemos 
poner el primer miembro por el segundo y 
 este por el primero, dire-
mos que: para sacar un factor fuera de un  radical  hay que extraer 
 
la raiz del grado que indique el radical; y 
 al contrario para intro-
ducir un factor en un radical hay que elevarle 
 á la potencia indica-
da por el índice del radical.  
348. Como es evidente que, para extraer  la raiz de la potencia 
de una letra cuyo exponente sea divisible  por el índice de la raiz 
basta dividir el exponente por el índice de 
 la raiz; en el caso de que 
el exponente no fuese divisible parecía lo  natural dejásemos la di-
visión indicada por no poder efectuarla, pero 
 esto nos conduciría á 
expresiones con exponentes fraccionarios, 
 y como quiera que ya 
hemos visto que el exponente como tal  exponente tiene que ser 
necesariamente entero,' esto nos conduce á  interpretar. los exponen-
tes fraccionarios con el fin de generalizar la  regla dada para extraer 
la raiz de un monomio á todos los casos; mas atendiendo á que si 
queremos extraer la raiz del grado n de am,  en el caso de que no 
m 
fuera divisor de ni nos resultaría la expresión 
 a n , es decir que 
m 
n -- — 	 m u 
a m = a ; puesto que siendo 
	
un número fraccionario la ex- 
m 
presión a n no tendría significación alguna podernos convenir que: 
toda expresión afectada de exponente fraccionario, nos dice que hay 
que extraer la raiz indicada por el denominador de la cantidad 
dada elevada á la potencia indicada por el numerador. Con este 
convenio, sobre generalizar la regla dada para extraer la raiz de un 
grado cualquiera de un monomio, podemos escribir las cantidades 
irracionales en forma racional, es decir, sin 
 el signo radical. Asi la 
expresión 
	
a3 h2 c la podemos escribir en esta forma 
5 	 3 
(as b`-' c) -^ a b s c ^  
.l 
r 
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LECCIÓN 47.' 
rot,onclas do los polinomios. 
349. fórmula del binomio de Newton, es una expresión me-
diante la cual podemos elevar un binomio ó polinomio á una po-
tencia cualquiera por medio de sustituciones. 
 
La fórmula tal como la dió Newtón sin demostración es la 
 
siguiente:  
m. m 
	
m- ^ 	 m(m - I) 	 m! ! 	 m(m-t)...(m n•Ft; 
( 1 ) (a-}- b) _ a -}- m a b+ 	 t . z 	 a b ±....+ - 	 - 
a"'-" b" ±....+bm 
De las diferentes demostraciones que se han dado de 'estafór-
mula creemos que una de las más sencillas es la que vamos á  
exponer. Siempre podemos escribir el binomio (a --1- b)"', sacando 
 
factor común á a, en esta forma  am(' -
a
)m, es decir, (a -1- b)"' = 
a \ 
I 1 -♦- -b ) I m= am (i ± -b-)m; por tanto la emésima potencia de 
a 
	
(i 
	 a / 
un binomio puede reducirse á la de otro cuyo primer termino sea  
la unidad y el segundo la división indicada del segundo término  
del binomio dado, por el primero. Ahora bien, si á 
a 
lo represen-
tamos por x, el binomio i -1- 
la 
 será igual á i -}- x; pero sabe-
mos (306) que: (i + x) 2 = I -1- 2 x ± x2 , (i x)3 = t + 3 x 
± 3 xa-}- x8, y bien se comprende que por el mismo procedimiento 
podríamos obtener - las potencias sucesivas del binomio I x, 
resultándonos polinomios ordenados con respecto á las potencias 
ascendentes de x. Los coeficientes de las potencias sucesivas desde 
cero, del binomio i -1- x, se llaman coeficientes binómicos, y con 
ellos se forma el siguiente cuadro llamado triángulo aritmético de 
Pascal. 
1 
1 	 1 
1 	 2 	 1 
1 3 3 1 
1 4 6 4 1  
Este cuadro nos dice que los coeficientes de la cuarta potencia  
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del binomio i + x, son la suma de cada dos sucesivos de la ter-
cera, y que los de la quinta serían la suma de cada dos sucesivos 
de la cuarta, y así sucesivamente. Pero con el fin de evitar el que 
los coeficientes de una potencia dependan de los de la anterior nos 
conviene expresarlos por medio del exponente de la potencia á 
que correspondan. Para ello, observemos que el primer coeficiente 
del desarrollo de cualquiera potencia es la unidad y el segundo el 
exponente de la potencia, ó bien el cociente de dividirle por uno, 
para formar el tercero bastaría multiplicar el segundo por un que-
brado cuyo numerador fuese el del anterior disminuido en una 
unidad y el denominador el del anterior aumentado en una unidad. 
Asi sucede con los coeficientes de la tercera y cuarta potencia 
que son; 
3 	 3 	 2 	 z 
, 3= I 
 3= 2 X 2 , I= I X 2 X 3 
I = I , 4= Î , 6= Î X z , 4= i X 2 X 3 , 
I 	 4 X 2 X 3 X 4 1 
Para estos casos particulares la ley de formación es evidente, 
mas es preciso demostrar que esta ley es general y que por tanto 
puede aplicarse á la potencia emésima de tal suerte que tengamos: 
	
m (m—I) x2 + m (m—I) (m-2) 
	  x$ 
I. 	 2 	 I. 	 2. 	 3 
350. Para expresar con más brevedad los números I , m m (m—i) 
 I. 2 
m (m—t) (m-2) 	 ¡ 
3 
	 , & .a se empleen las expresiones 	 (m)  (m)  (n,) ,.... I. 	 2.  
(ñ), que se leen m sobre cero, m sobre uno, m sobre dos, m sobre 
tres, m sobre n, y representen el producto de tantos factores, como 
indique el número inferior, que principiando por 
 in, van disminu-
yendo sucesivamente en una unidad, dividido por el producto de 
igual número de factores de la serie natural de los números, que 
principia por uno, es decir, que (70l = m (m—t) (m-2) 	 (m--n+I) El 
 I. 2 . 3 	  
símbolo (m)  tiene el valor uno; y (m+I) ' \ m+2) tienen el valor 
cero, por existir ese factor en el numerador. Al producto de la 
serie natural de los números, I 
. 2 . 3 	
 n, se acostumbra á repre- 
(I 
	
x\m = 
	 m x...F. 
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sentar abreviadamente por n! y se lee n factorial; en su virtud po- 
demos escribir ('n) rn! =   	 ; una vez que multiplicando los dos 
términos del quebrado m (m—i) 	 (m—n-4-11 
 por (m—n)! no varía y 
 
. 2 .3 	  n 
nos resulta el segundo miembro de esta igualdad; en la que si 
 
suprimimos los n factores primeros desde el uno, en cl numerador 
 
y el denominador nos queda en el segundo miembro ( m `n n), es 
decir, que ( n') _ (mm) mn 
Antes de demostrar la generalidad de la ley de los coeficientes  
binómicos nos conviene tener en cuenta que, (ñ) goza de la si  
guiente propiedad (') (n m I) = (m n ' ) . 
(m) 	 m (n—i) (m-2) 	 (m—n+t) _ ( m ) m—n+i En efecto: 	
1\ 
	
t. 2. 3 	  n 	 n—I 	 n 
m—n+t 
sumando á los dos miembros de la igualdad 	
— (nm-1 ^ 	 n  
m 
n—t ^ tendremos: () ± 
( n m (n ill I \ n + /  
m n ') m ni — 
(in +11. 
 t).  
351. Ahora ya es fácil demo>trar coa completa generalidad la  
ley de los coeficientes binómicos, siguiendo el procedimiento, que  
ya hemos empleado varias veces, de indución matemática; que con-
siste en suponer que lo que querernos demostrar es cierto para un  
valor determinado del exponente, y demostrar que entonces lo será  
también para cuando á ese exponente le aumentemos en una unidad,  
Así si suponemos que la ley se verifica para la potencia emésima.  
es decir, que tenemos: (1 -}- x )"' = (!;') -}- (;') x + (t) x 2  
(„) xm vamos á demostrar que esta ley se verificará para la poten-
cia emésima más uno. En efecto: (1 + x) ”' ' — (i±x)'" (1 ± x),  
y poniendo en lugar de (1 -}- x)"' su valor y multiplicando por 
 1 + x, tendremos: 
 
( o) + ( ' t ) x ± ('2) 	 x2  -i— 	 + ( n,)  xm 
1 + x 
(o)+(nt) x 4- ( ' 2 ) xY + 
+ ( ' o) x + (m) 	 + 
+ 	 xm 
(m 	
`1 
	 + (mm i ) xm +( n,/ xm lI 
(°) + ( 'n l ' ) ^ + („t ; ' )  Y2+ (mm-+ i) x m   + m/ t 
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	 ("2 )--1- una vez que (35 0), (m) +(o) _ (m±11) , 	 (``1)—(m21),  &•a y  
como tm) es evidentemente lo mismo ( m+ 
 `
) y lo mismo decimos 
 
de `:) respecto (m+:)  , tendremos: (t +x) "' :'  
¡ m +t  
I\ 	 o 	 -{- 
( CV) 
 X2 + 	 x"' ± 1m+i) Xm;i 
Pero la ley se verifica evidentemente para la 3.a potencia lue-
go se verificará para la 4. 2 y siéndolo para la 4.a lo será para la 5.a, 
es decir que la ley es general y se tiene por
¡ 
 consiguiente. 
( t +X) '" = t + (m)  X + (2) X2 + 	 + (m) Xm  
Si ponemos en lugar de x su valor --a tendremos (349) a 
(a+b)" = am ( t+ 	 )m = am ,+ (m ) am
" b + (2) a"' b2 
1 a2 bm-- 	 ( 	 ,,,- ^ 	 " 	 n' 	 a + 	  ^- (2' / 	 -^ ^^ a b - ^- b Puesto que, a x -- a 
= a' b; amx aq =a„ 3 b 4, &. a ; ). ( = t, (m I ) _ (, ' &• a (35 0)• 
352. La fórmula (t), que concluimos de demostrar se acostum-
bra á escribir, teniendo en cuenta las notaciones establecidas, en 
 
esta forma: (a+b)m = am +(,') a"' - ' b -f- ( 2 ) a"'_Y b!  -^- 	  ^- 
(nm) am—„ b„ + 	 .+ bm. 
El término (ñ') am - " b" se llama término general; porque de él 
se pueden deducir todos los demás poniendo en lugar de n la serie 
natural de los números principiando por uno, si bien para de él de-
ducir el primero ó el últimó tendríamos que poner en lugar de n, 
cero y ni respectivamente, como es fácil comprobar. 
La fórmula del binomio tiene, segun hemos visto, las siguien-
ts propiedades: La el número de sus términos es igual al exponen-
te de la potencia aumentada en una unidad; 2. 2 los coeficientes de 
 
los términos equidistantes de los extremos son iguales; 3.a cuando 
se conoce un término de esta fórmula para hallar el coeficiente del 
 
siguiente, se multiplica el del- término dado por el exponente que  
en él tiene a, y se divide por el que tiene b aumentado en una uni- 
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dad; 4.a el exponente de a va disminuyendo en una unidad, y el de  
b va aumentando en una unidad, siendo por tanto la fórmula un po-
linomio homogéneo; 5.a cuando b es negativo, los términos son al-
ternativamente positivos y negativos, porque los términos en que 
 
b lleva exponente par no cambian de signo. 
 
353. Para aplicar la fórmula de Newtón, á la elevación á poten-
cias de binomios, no hay más que poner en la fórmula en lugar de a 
 
el primer término del binomio dado, y en lugar de b el segundo  
término Así si nos propusiésemos elevar á la 4.a potencia 3 a 2 b2 c 
— 2 a3 d, pondríamos en la fórmula en lugar de a, 3 a 2 132 c y en  
lugar de b, — 2 a' d, en esta forma:  
(a
-^b)4 = a4  ± 4 a3  b + 6  a2 b2 -4- 4 a b3 -}- b 4 , 
y por tanto haciendo la sustitución (3 a 2 b2 c -- 2 a3 d) 1 — 3 4 a" 
b8 C4
--4X3 3 
 2 a3b3e3d±6X32X29atob1e9d9-4X3X 2  
a'1 b'2 ed3 ± 2^ a'2 d', 
y efectuando las operaciones , (3 a 2 b9 c — 2 a3 d3) 4 = 81 a8 bs c4 
— 216 a9 b6 c3 d + 2t6 al° b4 c2 d2 -- 96ali b2 c d -  16 a'2 d 4 . 
Si en lugar de un binomio fuese un polinomio de más términos, 
lo consideraríamos como un binómio en que el primer término fue-
se el del polinomio y el 2. ° la suma de los restantes del polinomio, 
y aplicaríamos la fórmula, de esta suerte se reducía el caso á ob-
tener la potencia de un polinomio de un término menos, y bien se  
comprende que repitiendo con el polinomio resultante lo mismo, y  
así sucesivamente, tendríamos que llegar por precisión á un binomio. 
 
Asi si nos propusiésemos elevar la tercera potencia el polinomio 
 a + b + c + d, le haríamos igual á a más b + e + d, de suerte que, 
(a+b-+ c+ d) 3 =[a + (b + c + d))3 =a3± 3a2 (b + c+d) 
h 3 a (h :- e+d)2 +  (b + e + d)3 
pero; (b i c ' d) 3 =[b 1- (c +d)l•'=b" +- 3 b2 (c+ d)-f- 3 b (c-+-d)2 +-( c + d)3 
(b+c +d)2=(b+(crd)) 2=b9 + 2 b (c + d) '- (c 42, y del 
mismo modo (c -+-d)3 =-c3 + 3 e2 d - 3 c d2+  d", (c + d)2=c2 + 2 c d+ d2 ; 
de donde sustituyendo: (b+ c+ d) 3 =(b9 +c9 +d2) + 2 (b c+b d-e-c d)  
(a . i- b 
	
+ d)s_(i;34. b'± c3 + d3) +3(a2 b+a' c + a2 d 
+ b2 a +. b2 c + b2 d+ c2 a+ c2b - c '2 d+d'2 a'- d2 	 d2  
+6(abe+abd+aed+bed).D..sarrollos que nos dan las 
 
siguientes reglas: el cuwlrado de uu prliuoraio es igual a la suma 
de los cuadrados de sus t,'rrninos, roas el duplo del producto de cada  
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término por los que le siguen. El cubo de un polinomio es igual á 
la suma de los cubos de sus términos, mas el triplo de la suma de 
los productos que se obtienen multiplicando el cuadrado de un término 
por los demás, mas el séstuplo de la suma de los productos de los 
términos tres á tres. 
Si representamos por z  la suma de términos de la misma 
forma, los desarrollos del cuadrado y cubo de un polinomio se 
pueden escribir abreviadamente del modo siguiente: 
b+c+d)2= b2 +2 bc,(a+b+c±d)3 = a3±3 a2b+ 6  abc. 
Para obtener la fórmula general para elevar un polinomio 
cualquiera á una potencia cualquiera nos serviremos del término 
general del binomio que sabemos es (ñ) am -" b" = 	 m! 
n! (m—n)! 
b" am-"; de modo que como de este término se pueden deducir 
los demás, podemos escribir la fórmula, según la notación anterior, 
de esta manera: (a±b)m= 	 m! 	 a" bm y si del bino- 
n! (m— n)! 
mio quisiéramos pasar á un polinomio, no tendríamos más que sus-
tituir en lugar de b, b±d, y obtendremos: 
(a±b±c)m = 	 m' 	 a" (b+cy"-„ y  como 
 
n! (m—n)! 
(m—n) ! 	 bP cm-"-P (a + b + c)"' _ 	 _ 
 ni!  _ a" 
p! (m—n—p)! 	 n! (m— n)! 
(m—n)!
bP cm
-"-p _ 	 m! lm—n)! 	 a " bP cm-" -P 
p! (m—n—p! 	 n! (m—n)! p! (m—n—p)! 
y suprimiendo el factor (m—n)! en los dos términos de la fracción, 
(a + b 	 c )m = 	 m! a" bP cm-" -P, si ponemos 
n! p! (m — n —p)! 
ahora en lugar de c, c -1-d, tendremos: (a -}- b --1-- c -f- d)m = 
m! 	 a" bP (c + d)"' "-P, pero (c + d) m-n-P= 
n! p! (m —n — p)! 
(n' —n-  P)! 	 eq dm-"-P-q luego (a -}- b -{- c 
	
d)m = 
q! (m —n—P— q)! 
m! 
	  a" bP c'" dm-" P -q , y en general (a -}- b + C 
n! p! q! (m — n —p —q)! 
-^ ^d + 
	 ± h /m = 	
n! , 
m' 
	 rI a" bP cq 	  h' 	 ( 2 ) P• q 
En esta fórmula es preciso hacer notar quc los exponentes 
n, p, q 	  r, tienen que satisfacer á la igualdad, n-}-p+q-±- 	 -l- 
)-{4 349- 
r m; y además que cuando se anula 
	 olde los exponentes, es  
necesario prescindir de él en el denominador como factorial. 
 
Aplicando la fórmula (2) á casos particulares tendremos: 
 
(a -}- b 	 c)2 = 	 a2 --1- 2 	 a b; puesto que la igualdad n -}- p 
 
-}- q + 	 r = 2, no se satisface más por los valores n = 2, y• las 
demás cero, ó bien n = I, y p = I , siendo las demás cero. De la 
 
misma manera (a ± b c d) 3 = a3 -}- 3 a2 b ± 6 a b c.  
Es curiosa la aplicación de la fórmula del binomio á la divi-
sibilidad por 3", 7  ", y II"; divisibilidad, que piden algunos pro-
gramas de preparación para carreras especiales. 
 
Las condiciones de divisibilidad por 3", 7" y I I" están fun- 
dadas en el siguiente lema: Si Ion' = d ± I , se tiene que 
Iom" °
n 
 =d" ± I. En efecto, Iom • d"+ 1, elevando á d los  
• 
dos miembros se tiene: ion",--(d  ±I )`'=dd --F- dd d- ' ± 	 + 
dd 	 I,y por tanto ion" d2 =d3 -}- I,I om"
d3 
 = d` 
n-I 
± I 
	  Iom" = d" + I; conforme al lema. 
DIVISIBILIDAD POR 3". I0=3= --^ I , Io3=33 4-I, 	  I03 
= 3" -}- I, luego: para que un número sea divisible por 3", es ne-
cesario que descompuesto en secciones de 3"-4 cifras, la suma de  
estas secciones sea divisible por 3".  
DIVISIBILIDAD POR 7". IO" = 7 ± I , I0"" 7 — 7*  -I-- I, 	  
n-f 
o"" ' 	 =7" + i , luego: para que un número sea divisible  
por 7", es necesario que dividido en secciones de 6 X 7"-' cifras, la 
suma de estas secciones es divisible por 7". 
DIVISIBILIDAD POR I I°. I& = I I -I- I, ION" 	 ± I, 
Ioj"" °- = I I" + I, luego: para que un número sea divisible por  
I I', es necesario que dividido en secciones de 2 X I In-' cifras, la 
suma de estas secciones sea divisible por  
n—t 
J 
J 
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LECCIÓN 48.  
Raioos Qe los polinomios.  
354. Puesto que la extracción de raices es una operación in-
versa de la elevación á potencias, fundaremos el procedimiento 
 
que hayamos de seguir en la extracción de la raiz de un grado 
 
cualquiera de un polinomio; en la composición de la potencia del 
 
mismo grado de un polinomio: por tanto si tenernos en cuenta que 
 á todo polinomio se le puede considerar ordenado con respecto á  
una letra, y en tal supuesto el primer término de la potencia del 
 
grado emésimo será la potencia del mismo grado del primer térmi-
no del polinomio, se comprende que para obtener el primer término  
de la raiz del grado emésimo de un polinomio ordenado, bastará  
extraer la raiz del grado emésimo del primer término del polino-
mio; obtenido el pri mer tériñino de la raiz para hallar el segundo,  
bastará tener en cuenta que el segundo término de  la  potencia de  
grado emésimo de un polinomio se compone de m veces la poten-
cia del grado m—I del primer término del polinomio, multiplicada  
por el segundo término; luego encontraremos el segundo término  
de la raiz de grado emésimo dividiendo el segundo término del  
polinomio por in veces la potencia del grado m—i del primer  
término de la raiz: obtenidos los dos primeros términos para obtener  
el tercero, bastará tener en cuenta que cuando un polinomio y su  
emésima potencia están ordenados . con respecto á una letra, si de  
esta potencia restamos la emésima potencia de la suma de los n  
primeros términos del polinomio, el primer término del residuo es  
sin reducción igual á in veces la potencia del grado m—I del pri-
mer término del polinomio, multiplicada por el término del lugar  
n I; puesto que si representamos por A la suma de los n prime-
ros términos del polinomios y por B la suma de los restantes, la 
expresión de la potencia emésima de este polinomio será según  
sabemos (A ± B)", 
 = A"' -+- m A "'-' B ^- 	 -^- ('ñ ) A"'-" B. + 
-^ Bm, y la del resto m Am=' B + 
	 ± (n) A"' -" B" ± 	 ± Bm 
Si comparamos el término general con el primero del resto, 
vemos que tienen el factor común, Am - " B, quedando en el primero 
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el factor m A" - ' y en el término general ('n) B"-', pero por ser A 
 
de mayor grado que B, en la hipótesis que hayamos ordenado con 
 
respecto á las potencias decrecientes de una misma letra, m 
 
será de mayor grado que (ñ ) B"-', y por tanto m A"' ' B, de 
 
mayor grado que (II) A' B", para todos los valores de n mayo- 
res que la unidad; luego, el primer término del resto será necesa-
riamente m A"' - ' B. Como en virtud .de esto, si obtenidos los dos  
primeros de la raiz emésima, les elevamos á la misma potencia y 
 
la restamos del polinomio, el primer término del resto es sin reduc-
ción igual á m veces la potencia del grado m— t del primer 
 
término por el tercero, claro está, que para obtener este bastará 
 
dividir el primer término del resto por m veces la potencia del 
 
grado m—t del primer término de la raiz; el razonamiento que 
 
concluimos de hacer para la obtención del tercer término podemos 
 
repetirlo para los -restantes términos•de la raiz hasta llegar á un 
 
resto cero, ó á un resto tal que al dividir su primer término por m  
veces la potencia del grado m—t del primer término de la raiz, 
 
obtengamos un término en el cual el exponente de la letra ordena. 
 
triz sea menor ó mayor — según que la ordenación sea descendente 
 ó ascendente — que la emésima parte del que tiene esa letra en el 
último término del polinomio.  
355. De lo expuesto se deduce la siguiente regla general pará  
extraer la raiz de un grado cualquiera de un polinomio:  
Para extraer la rais del grado emésimo de un polinomio, se  
ordena el polinomio con respecto á una letra y se extrae la rais  
emésima del primer termino del polinomio ordenado, obteniendo asi  
el primer término de la rais; una ve: obtenido, se divide el segundo  
término del polinomio por m veces la potencia del grado m—i de  
este primer término y así ,re obtiene el segundo término de la rais;  
hallados los dos primeros,' se elevarán á la emésima potencia y el  
resultado se restará del p momio propuesto, encontrado el resto,  
se dividirá su primer téxm por m veces la potencia del grado  
m—z del primer térmiA , ^ 'la rais obteniendo de este modo el  
tercer término de /a rhis; 9b )idos los tres primeros, se resta su  
potencia emésima del polinomio r el primer, término del resto se di-
vide por in 
 'ccès la potenclá dr l ,,rada m r del primezatct'nzino de  
V9a4  — i 2a3ó ^- 34a2b2 — 2oab3 -F- 2 5b4 30a2b2 
o 
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la 
 
raiz obteniendo así el cuarto término de la raiz; continuando de 
 
este modo, hasta llegar á un resto cero, en cuyo caso el polinomio  
tendrá raiz emésima exacta; ó bien á un residuo tal que dividido  
su primer término por m veces la potencia del grado m—z del  
primer término de la raiz, obtengamos un término en el cual el  
exponente de la letra ordenatriz sea mayor ó menor que la emésimo  
parte del que tiene esta letra en el último término del polinomio, en 
cuyo caso el polinomio no tiene raiz emésima exacta.  
356. Aplicando la regla anterior á la raiz cuadrada de un po-
linomio obtendremos la siguiente regla:  
Para extraer la raiz cuadrada de un polinomio, se ordena  
con respecto á una letra y se extrae la raiz cuadrada del primer  
término del polinomio ordenado, obteniendo así el primer término 
de la raiz; una vez obtenido se divide el segundo término del poli-
nomio por el duplo del primer término de la raiz, y así se obtiene  
el segundo término de la raiz; hallados los dos primeros, se eleva-
rán el cuadrado y el resultado se restará del polinomio propuesto,  
encontrado el resto se dividirá su primer término por el duplo del  
primer término de la raja, obteniendo de este modo el , tercer ter-
mina de la raiz; obtenidos los tres primeros, se resta su cuadrado  
del polinomio y el primer término del resto se divide por el duplo 
del primer término de la raiz, obteniendo así el cuarto término de  
la raiz: continuando de este modo , hasta llegar á un resto cero,  
en cuyo caso el polinomio tiene raiz cuadrada exacta, ó bien á un 
resto tal que dividido su primer término por el duplo del primer  
término de la raiz, obtengamos un término en el cual el exponente  
de la letra ordenatriz sea mayor ó menor que la mitad del que  
tiene esta letra en el último término del polinomio, en cuyo caso el  
polinomio no tiene raiz cuadrada exacta. Regla análoga á la ex-
puesta (295) para los números enteros y que como vamos á ver  
admite las mismas abreviaciones que aquella: propongamos extraer  
la raiz cuadrada del polinomio, 34a 2 b2 -12a3 b -}- 9a4 -- 2oab 3 
25b4, ordenaremos el polinomio con respecto á las potencias de-
crecientes de a, y dispondremos la operación en la forma siguiente:  
3a2— 2ab ± 5b2 
6a2— 2ab 
6a2— 4ab -}- 5b2 
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después de extraer la raiz cuadrada de 9a 4, que es 3a2, hemos di-
vidido—t2a3b por 6a2 duplo de 3a3, encontrando-2ab, que hemos 
escrito no solo á la derecha de 3a 2, sino que también á la derecha 
de 6a2; pues como siguiendo la regla habríamos de restar del po-
linomio el cuadrado de 3a 2
--2ab, y como el primer término del 
polinomio es el cuadrado del primer término de la raiz, bastará 
restar el duplo del primero por el segundo y el cuadrado del se-
gundo que se obtienen con facilidad multiplicando el último tér-
mino obtenido en la raiz por el divisor reformado; siguiendo pues 
la regla llegamos á un resto cero, lo que nos dice que la raiz cua-
drada exacta del polinomio propuesto es 3a 2-2ab+5b2 . 
Si la regla general la hubiésemos aplicado á la raiz cúbica 
obtendríamos la siguiente regla: 
Para extraer la raiz cúbica de un polinomio, se ordena cou 
respecto á una letra y se extrae la rai: cúbica del primer término 
del polinomio ordenado, obteniendo así el primer término de la 
rai:; una vez obtenido se divide cl segundo término del polinomio 
por el triplo cuadrado del primer término de la raiz, y así se ob-
tiene el segundo término de la rai:; hallados los dos primeros, se 
elevarán al cubo y el resultado se restará del polinomio propuesto, 
encontrado el resto, se dividirá su primer término por el triplo dcl 
cuadrado del pruner término de la raiz, obteniendo de este modo el 
tercer término de la raiz; obtenidos los tres primeros, se resta su 
cubo del polinomio y el primer término del resto se divide por el 
triplo cuadrado del primer término de la rai:, obteniendo así el 
cuarto término de la raiz: continuando de este modo, hasta llegar á 
un resto cero, en cuyo caso el polinomio tiene raiz cúbica exacta, ó 
bien á un resto tal que dividido su primer término por el triplo 
cuadrado del primer término de la raiz, obtengamos un término en 
el cual el exponente de la letra ordenatriz sea mayor ó menor que 
la tercera parte del que tiene esta letra en el último término del 
polinomio, en cuyo caso el polinomio no tiene raiz cúbica exacta. 
Regla análoga á la expuesta (282) para los números enteros 
y que admite las mismas abreviaciones que aquella: propongámo-
nos extraer la raiz cúbica del polinomio, 6o c 2 x4 — 90 c4 x2 
 + 8 x6 — 8o c8 x3 + Io8 c6 x — 27 C6 + 48 c xs, ordenaremos el 
33 
3 	 6 	 Ci 	 2 4 	 33 	 42 	 ü 	 6 
8x j48cx tGOc x —80c x—O0c x 1-108c x-27c 
L 4 	 5 7 
—56c x-144e x , 
0 
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polinomio con respecto á las potencias decrecientes de x, y dispon 
dremos la operación en la forma siguiente: 
2 	 2 
2x j- 4cx-5c 
4 	 2 2 	 2 
12x ) 	 t10c x , fix 1-4cx 
3 	 °. 2 
t24ox 1-16c  x 
4 	 5 	 22 
12x j• 24cx t  10c x 
4 	 3 	 n 9 	 9 	 9  
	
12x 1-48cx t  48c x 	 • 	 Gx 1-i2cx-Sc, 
	
2 2 	 5 	 4 	 2 
	
—18c x-56c xt9c 	 —Sc 
4cx 
4 	 3 	 2 2 	 5 	 4 
12x }48cx t 50c x-5Gc xj-0c 
despues de 'extraer la raiz cúbica de 8 x 6, que es 2 x2, hemos divi-
dido 48 c x5 por 12 x4 triplo cuadrado de 2 x2, encontrando 4 c x, 
que hemos escrito á la derecha de 2 X2, y en lugar de elevar 2 X2 
 + 4 c x al cubo para restarlo del polinomio segun la regla, hemos 
puesto á la derecha del triplo de la raiz hallada 6 x 2, el término en-
contrado 4 c x, el polinomio así formado lo hemos multiplicado por 
4 c x y el producto lo hemos sumado con 12 x4 , lo que nos ha da. 
do i2 x4 + 24 C x3 + 16 e2 x2, que multiplicado por 4 c x, es el 
cubo de 2 x2 + 4 c x, excepción hecha del cubo del primer término 
(282): hemos continuado en la misma forma y así hemos llegado á 
un resto cero, lo que nos dice que la raiz cúbica exacta del polino-
mio propuesto es, 2 X2 + 4 c x — 3 c2 . 
CAPÍTULO II. 
Cantidades radicales. 
LECCION 49? 
Operaciones con las cantidades radicales. 
357. Ya hemos visto, en las dos lecciones anteriores, que 
cuando las raices de cualquier grado no eran exactas, teníamos ne-
cesidad de dejar afectadas las cantidades del signo radical, si bien 
en algunos casos podíamos sacar fuera del radical los factores que 
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tuviesen raiz exacta del grado indicado por el índice, lo que se 
conseguía descomponiendo la cantidad subradical, cuando fuese 
susceptible de ello, en .factores que unos tuviesen raiz exacta y 
otros no: como consecuencia de esto, vimos que podíamos, cuando 
nos conviniese, introducir debajo del radical un factor que estuviese 
fuera, sin más que elevarlo á una potencia indicada por el índice 
del radical. Pero estas transformaciones no son suficientes cuando 
hayamos de tomar como datos de operaciones, las cantidades afec-
tadas del signo radical; pues entonces nos conviene, siempre que 
esto sea posible, que en el resultado no entre más que un solo 
signo radical y un sólo índice: á esto tiende el siguiente teorema 
fundamental de la transformación de radicales. 
358. Multiplicando á dividiendo por un mismo número el ex-
ponente de una cantidad radical y el índice del radical, la cantidad 
radical no se altera. 
H 
 
En efecto, sea la cantidad radical , /fin, vamos á demostrar 
m 	 nip  	 an 
que , /An —, /AnP ; supongamos que , lAn = x, elevando los 
dos miembros de esta igualdad á la potencia m, A" = xm, y ele- 
vando los dos miembros de esta igualdad á p, tendremos A"1' —xmP', 
pero si extraemos la raiz del grado mp de los dos miembros de esta 
aldad, se obtiene , AAm, = x, y poniendo en vez de x su 
P igual .ç/A.  , se tiene por último 	 = , Ion , conforme al 
teorema. 	
V 	 V 
En este teorema se funda la simplificación de radicales y su 
reducción á un índice común: transformaciones análogas á las de 
las fracciones. 
359. Simplificar radicales, es transformarlos en otros que 
tengan menor índice y exponente. 
Para simplificar una cantidad radical, se divide el exponente 
y el índice por el máximo común divisor de ambos. Así, 
12  	 12 	 12 /64a6 bit -e — , /6 a6 b12 cs= v (2ab2 c)8=y2ab2 c 
360. Reducir radicales d un índice común, es transformarlos 
en otros que tengan el mismo índice. 
igu 
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Para  reducir radicales. á un índice común, se halla el m.  
de los índices y sc multiplica el exponente é índice de cada re,  
por el cociente de dividir el nn. c. m. hallada por su índice.  
siéramos reducirlos al mínimo índice común se simplificarán  
los radicales.  
EJRMPLOS. 
I.° Reducir á un índice común los radicales 1/a, V b, 
3 aplicando la regla tendremos: Va = Va" Vb — 
 2.° Reducir un índice común los radicales V3ab , 
 
C. M. 
dical,  
i qui - 
antes 
3
a– 
c , 
12 
V b' 
6 a2b 
4 	  13 	  
3 81 a0b 12 ,  V as 
 13'  csu 
co 	  
3 3ab = 1/3 30  
60 	 15 	  
V 
. /8 1 13 a°o b,80
, 
 y 3a3 
, aplicando la regla tendremos:  
00 	 4 	  
3 6a2 b = (/6 ;0 a70 b^° , 381 a6 
b1U 
c19 
 =1/a;°  1340 c80 . Pero si quisiéra- 
b' '  
mos obtener el mínimo indice común, los simplificaríamos  
como sigue: V3ab V3ab , '6a2 b — n 6a2 
= v9–as b° , 
 vas bi0 c20 = /ab2 e4 ; y por tanto como los  
nuevos índices no son más que 2 y 3 su m. c. m. es 6, te- 
niendo por consiguiente: 1/3ab — N6/3 3 a3 b3 , Na`' b  
E' 	
 4i 	 .— — 62 a4 b2 V , 81a6 bis = 39a3b0b0 = /93 a9 bis , y 3an 1G bao cA 
— V ab2 c4 = Vat b4 c8 • 
361. RADICALES SEMEJANTES, son los que tienen  
  
 
l mis- 
  
   
mo indice y la misma cantidad subradical. Así V 5  a¿ b ,  
7a V5a2 b , y — 36 1'5a2 b , son radicales semejantes, y las  
cantidades ya y-36 que multiplican los radicales se llaman coefi-
cientes; bien se comprende que puede haber radicales que á pri-
mera vista no parezcan semejantes y sin embargo lo sean transfor-
mados convenientemente; pues los dos últimos, radicales podían  
habérsenos presentado en la forma de 1' 245a 4 b , — "Ct5a2 b3  
y además sería semejante con ellos el radical 14/25a4 b2 después  
de simplificado. 
 
antes  
b, ^ S i a°  
3 7a3^
o que ya tienen el mismo índice, tendríamos: 3 a V 2 b2 X 
 
--3a V b 14 a3 b3 . Si no tuviesen el mismo ín- 
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La reducción de radicales semejantes se hace del mismo modo 
 
que la de los términos semejantes de las cantidades literales de 
 
forma entera. Así los radicales anteriores después de reducidos nos 
 
dan (2 +. 7a-3b) 1/5a2  b . 
362. Como en la deducción de la regla de la adición de canti-
dades de forma entera, así como la de su inversa la sustracción, no 
 
hicimos ninguna hipótesis respecto á los elementos que pudieran 
 
entrar en cada monomio, podemos suponer á los radicales como 
 
monomios, y por tanto aplicar á la suma y resta de radicales las 
 
reglas dadas para las cantidades literales de forma entera. Así 
 
v 8 a3 + 2 '/2 a± 6/ 4 a2  = 2 a± 2 / 2 a+ 6  
31 
	
— 9 3 V/ 2 á
. 
2 V 8o as 	 - 
s 4 a— 	 ^ ^s 	 ^i 	 a4 s 	
1zciendo 
3 1/ 20 a b c' 	 c ÿ  1458 a b+ 4 ^, 3 _4  b c las 
a3 1/ 245 b4  cl + 2 	 2 	 a° b7 c3-1- b2 3  5184 a4 c12 trans forma- 
21 a3 b2 c l/ 5 — 19 a2 b3 c'/ 2 ± 27 a b2 e3 '‘17 4  cioncs  
conve-
nientes, veremos que todos los del mismo índice son semejantes, 
 
y haciendo la reducción obtendremos la suma.  
363. La multiplicación está fundada en que la raiz de un grado 
 
cualquiera de un producto, es igual al producto de las raices del mis-
mo grado de los factores, y en la reducción de radicales á un índice 
 
común; asi que para multiplicar radicales se reducen á un índice 
 
comíin, si no lo tienen, y se multiplican las cantidades subradicales 
 
afectando el producto de mi radical cuyo índice sea el común. Así si 
 
quere mos multiplicar los radicales 3 a V 2-b2 por — V 7 a3 b; 
puest 
dice, corno, (2 a 1/ a + b -}- 4 b 3 as—b2) X (2 a Va + b — 
-1 b 3 a2 — b2 ), se red :cirían á un indice común y tendríamos: 
 
ro 
 	 ro ¡ 	 Go 
 
a V (a + b)^o- ^- 4 b 1/(a::— b 2 ^^ ) X ( 2 a 	 br — 4 b Gu 
V(a2 
	
b2) :^,) 
 —3S8— 
60 	 66 	  
y efectuando, 4 as 7/ (a -I-- b)50 --I- 8 a b 1/(a + b)20 (a2 — b9)" 
60 	 66 
— 8 a b V (a -}- b)" (a2—b2) — 16 b 2 1/(a2  — b2)"  
361. Teniendo en cuenta que el cociente de las raíces de un  
mismo grado de dos cantidades, es igual á la raíz del mismo grado  
del cociente de estas cantidades; para dividir cantidades radicales,  
se reducen á un índice común, si no lo tienen, y se dividen las canti-
dades subradicales afectando el cociente de un radical cuyo índice  
sea el común. Así si queremos dividir V 3 a2 b por 	 5 a b2; pues- 
to que ya tienen el mismo índice, tendríamos: n 3 a2 b : 	 5 a b2 
3 
  
   
 
a 	 3a, 
= 1/3a2b: 5ab2 = 	 5 b 
    
 
Si no tuviesen el mismo índice, como, (-7/a3b2c) : (-2b‘6/3ac2) 
se reducirían á un mismo índice y tendríamos: l  - - 7 V a9 b6 c3) : 
12 	  
— 2 b l/ 9 a2 c4) y efectuando  
7 	
1
!4  a9 b6 	
c3 	 7 	
l!2 	 12 a9 bb6 c3 — 
2 
7 	 a7 
2b X / 9 a2 	 c4 	 2 X V 9 a2 ,3ca 	 X ^9 	 b6 c 
365. Como la elevación á potencias no tiene procedimiento 
propio, mas que el dado por su definición, se deduce que para ele- 
var un radical á una potencia bastará elevar la cantidad subradical; 
15 _ 
puesto que si queremos elevar á la 6.a potencia el radical I/ a', 
15  
tendríamos que tomar por factor á V a', 6 veces, en esta forma: 
 
13 _ 
^
6 1:: 	
 1:, 
^V/ a7  =1/ a' X 	 a7 X 	 hasta 6 veces, pero el segundo  
15^ 	 15 
miembro de esta igualdad es (363) V a13, luego : ^i/ a' 
	
-- 
13 
V a": mas hay que hacer notar que si el exponente a que desee-
mos elevar el radical fuese divisor del índice del radical, ó tuviese  
algún factor común con él, se abreviaría la operación dividiendo el 
índice por el exponente, ó bien suprimiendo previamente el factor  
común y después elevar la cantidad subradical; porque en el ejem- 
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,s__G 	 c; 	  
plo propuesto hemos encontrado ^3 a' ) •1/ a", que simplifi- 
cado el resultado nos dá, tii 
 a') — " a", que hubiésemos en- 
contrado desde luego si hubiésemos suprimido el factor común 3, 
 
s 	 ,z 
del exponente y el índice, en esta forma: V a') ! tV a 7 J  
-V a". De lo expuesto se deduce que: para elevar un radical á una 
 
potencia, se eleva la cantidad subradical á dicha potencia. Así si 
queremos elevará la quinta potencia, (.1--a) i/ 2 am, como es un pro- 
ducto de dos factores elevaríamos cada uno de ellos,, en esta forma: 
^
/  l ^ n --  
l I—a) 1` 2 a°1 J, _ (I—a) ú V 2 3 a5m 
366. La extracción de raices como operación inversa de la ele- 
vación á potencias, se fundará en ella; y por tanto si queremos ex-
traer la raiz de un grado cualquiera de un radical se multiplicarán 
 
los índices; puesto que el resultado así encontrado elevado á la po-
tencia indicada por el índice de la raiz nos dá la cantidad propues- 
— 
— 	
ti 	 mO n 	 m° ta, así - / 3n aj' _ v a"; pues se tiene, (i aP n^ — 3 autI 
n 
a'; claro está, que si el índice de la raiz y el exponente del ra-
dical tuviesen algún factor común, por la misma razón que digimos  
en la elevación á potencias se suprimirá previamente con lo cual 
 
se abrevia la operación.  
De lo expuesto se deduce que: para extraer la rai,c de un ra-
dical, se multiplica el índice del radical por el de ha raiz. Así si 
queremos extraer la raiz cúbica de la raiz cuadrada de, a 3 --3 a2 b± 
3 a b2 — b3 diríamos:  
1/a3 -- 3 a" b -}- 3 a b9 — b3 = 	 1-3a9 b ^3ab2—. 3  — 
V 
V
5
j/ a3 — 3 a2 b + 3 a b9 — b3, y como la cantidad subradical  
5 
--- 	  
es el cubo de a — b, se lx.dia haber escrito, \!'V(a_  b)3 = 
U a — b, suprimiendo el factor común tres, al índice de la 
m 	 n 
a ° = 1/am 
n 	 q 	  
a q = 1 /aP 
raiz y exponente del radical. Cuando los índices sean iguales 
equivale á extraer dos veces la raiz del mismo grado de la canti-
dad subradical; lo que nos dice que la raiz cuyo índice sea un pro-
ducto, se halla extrayendo sucesivamente las raices cuyos in- 
m 	 mnp 
dices sean los factores, es decir, 
m 	 mn2 
VA/P a = 	 a 
í 
 .
L  a — Va 	 1/ 
367. Ya sabemos 17 a " =am; por tanto el cálculo de las 
cantidades con exponentes fraccionarios puede reducirse al de las 
cantidades radicales; mas en muchos casos nos conviene dejar 
estas cantidades en su forma y calcularlas, sin el auxilio del cálculo 
de los radicales, lo que no ofrece dificultad alguna corno vamos 
á ver. 
Por lo que respecta á la adición y sustracción, puesto que en 
las reglas dadas para las cantidades de forma entera no hicimos 
ninguna hipótesis sobre los exponentes, se aplicarán las reglas 
de las cantidades de forma entera (303 y 304). No sucede lo mismo 
con la multiplicación puesto que allí al multiplicar dos términos 
decíamos que se sumaban los exponentes de las letras iguales, 
partiendo de IS hipótesis que los exponentes eran enteros y posi-
tivos; por tanto para poder aplicar aquí la regla dada para la 
multiplicación de las cantidades enteras, es preciso, que demos-
tremos que para multiplicar potencias de una misma letra con 
exponentes fraccionarios, se suman los exponentes, es decir, 
m 	 P" 	 m + P 
que a " X a g =a " 	 '` . En efecto, 
multiplicando ordenadamente estas igualda 
des se tiene, 
nl 	 P 	 nq 	 mq ¡np 	 mq 	 n 	 m 
	
a "Xa 	 amq  ''í "P
—
a 
 ng = a ng ng =a ° 
conforme con lo que nos proponíamos 
mostrar. 
cl : 
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De aquí se deduce que para dividir potencias de una misma 
 
mp 	 m 	 p 
letra se restan los exponentes, es decir, que, a 
 n : a '' = a " 
 
puesto que multiplicando el cociente por el divisor, nos produce 
 
el dividendo. Demostrado lo que precede, no hay ningún incon-
veniente en aplicar las reglas de la multiplicación y división de las 
 
cantidades enteras (305 y 307), á las cantidades con los exponen-
tes fraccionarios.  
La elevación á potencias y la extracción de raices se harán 
 
por las mismas reglas que las cantidades enteras, si demostramos 
 
que para elevar una potencia á otra se multiplican los exponentes 
 
• p 	 • 
^
\ _p 
q 	 q cuando estos son fraccionarios, es decir, que a " 
	 —a u 
	
• 
 
En efecto, a "  
conforme á lo que queríamos demostrar. 
De aquí se deduce que para extraer la raiz de una cantidad 
con exponente fraccionario, se divide el exponente de la potencia 
p 
1 _m  
por el índice de la raiz, es decir, que ^/  a " = a '" ; puesto que  
elevando cl resultado á p nos produce la cantidad propuesta.  
Esc:0m o . Es frecuente, en los principiantes, cometer el error  
de que así corno la raiz de un producto es igual al producto de  
las raices de sus factores, la raiz de una suma es también igual á  
la suma de las raices de sus términos; por lo que vamos á domos-
trar que nunca puede existir tal igualdad, es decir que siempre  
se tiene: 
 
1^a — 1/b < 1/a + b < Ya -1- 1/b puesto que elevando al  
cuadrado: ( 1/a —.1/b ) 3 <a < fra -{- 1/b ) 2 Pero es  
evidente que: 1/x ±1/y =V(i/x ± 1/ y )l=Vx+y± 2 3xy, 
luego aplicando esta fórmula:  
Va -}- b -^ ^Va —  -_- \ 2a -1- 2 aa — b ^ 
• 
3a -}- b — Va — b = 3?a — 2 1/a^ — 134 
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que sumadas y restadas nos dán:  
        
            
            
\/ a±b  = \/ a±2_ \  b¿ -^ ^
2 
a
—
b = 1/á + 	 1;-  
r 	 ^ 
^ 
 
— 1/a2—b.  
2 
(3 
a — l' a::  _b`ú 
2 
Las fórmulas (3) son notables porque nos sirven para, cuando  
• 	 es posible, descomponer un doble radical en dos radicales simples  
LECCIÓN 50.'  
I7x.i>resiones imaginarias de 2. ° grado 
368. Hemos visto cómo se originan y forman las cantidades  
imaginarias (296 y 297): y en la lección 46.a que las raices del gra 
do par de las cantidades negativas son imaginarias: mas como quic 
ra que ya hemos dicho que las cantidades imaginarias para su 
 re 
presentación se las afecta del signo ± 1/ — i ó ± i; todas las can 
 
tidades sean ó no complejas pueden ponerse bajo la forma  
A ± B l/ — I, en la cual A y B representan cantidades reales cua 
 
lesquiera, de suerte que si B es cero nos quedará A que representar; 
 
una cantidad real cualquiera; y si A es cero nos quedará ± B V/—I 
 
.que será una cantidad imaginaria cualquiera, pero como si pone- 
mos B debajo del radical tendremos ± B 1/ -- = -±- V— B2, de  
aquí el que á todas las cantidades de esta forma se las llame ima- 
ginarias de 2.° grado, y que por tanto todas las cantidades imagi- 
nanas de 2.° grado, se puedan poner bajo la forma de A ± B 1/—r 
ó A ± B i; aun cuando todas las imaginarias, aunque provengan 
de la extracción de raices de grado par superiores al 2.°, se repre-
senten de la misma manera, y su cálculo por consecuencia se reduz 
ca al de las llamadas imaginarias de 2.° grado. Pero así como toda 
cantidad radical de segundo grado hemos visto que tiene dos valo-
res iguales y de distinto signo, en Algebra se demuestra que toda 
raiz tiene tantos valores como unidades tiene su índice, unos regle- 
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y otros imaginarios, por lo que aquí nos limitamos á las imagina-
rias llamadas de segundo grado. 
 
369. Expresiones imaginarias conjugadas,  son las que no se  
diferencian mas que el sid^ to del coeficiente de V— 1. Así las ex 
presiones A -}- B V— I y A— B V— I, son conjugadas.  
Norma de una expresión imaginaria, es la suma de los cua- 
drados del término real y del coeficiente de V — 1. Así A2 +B2 es 
la norma de A t B V •— i. Módulo de una expresión imaginaria, es  
la raiz de su norma. Así V A2 + B2, es el módulo de A ± B V---1.  
310. El resultado de ejecutar cualquiera operación con canti- 
dades de la forma A ± B V — I, es de la misma forma. 
En efecto, I.° si sumamos, a ± b V — i con e ± d V — I, 
tendremos: 
(a±b V —I )+ (c±d V— I ) =(a-{--c) ±(b-}-d)V-
expresión que haciendo, a ± c = A, y b + d = B, se convierte en  
A ± B V — 1; 2.° si restamos las mismas cantidades, tendremos:  
(a±bV—I) — (c ±dV—I ) =(a—c)±(b--d) V —1  
= A ± B V — I, haciendo como antes, a — c = A, y b — d = B; 
3.0 multip:icando las mismas cantidades, tendremos: (a  - b V — I ) 
X (c t d l/—I) -- (a c— bd) ±(ad-f-bc) V-1=  
A± B V— I, haciendo, a c--b d=A, y a d+ b c = B: 4.° di- 
vidiendo las mismas expresiones, tendremos  a 	 r 	 1 - , expre- 
c±dl,/ I 
sión de los que separando los signos se deducen estas dos, 
 
a—bV— I 
   Y 	  en las que si multiplicamos sus 
c+d,/—, c—d 3 _ 1 
dos términos respectivamente por la conjugada del denominador, 
se obtiene: 
 
(a -{- b V — I )(c 
— 
d V — I)  (a c—b d)-I-(b c —a d) \/ —  
c2 + d2 
	
— 	 c2 
 + d2 
ac—bd bc—ad  
= c2 
-^^
 d2 -^ 	^ cs + d2 
	
— , 
 Y  
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(a — b V 
 • - I )(c d v' — I )(a c + b d) + (a d —bc(3 — I 
c2 
± 
 d2 	 c2 ± d2 	  
	
ac+-bc ad—bc 	  
= 	   d2 -+- c2 + 
 d2 	 — I, expresiones que se convierten 
como en los casos anteriores en, A ± B V =i ; 5.° la elevación á  
potencias es un caso particular de la multiplicación cuando los  
factores son iguales y por tanto obtendríamos el mismo resultado,  
mas es conveniente tener en cuenta que las potencias pares  
de ± \ — I , son siempre ± I, y las impares ± \/— 1; puesto  
f 	 3 	 ¡ 	 — + 
l 4- 3- I^ _ — I, l± v'-1)5 que, 	 =±v'— 1, y\ ± 3—I^  I, 
por otra parte todo número entero
) 
 puede ponerse bajo la forma 
 
de 411, 4n + I, 4n -^ ^2,  411 ± 3, según que sea ó no múltiplo de 4;  
luego si el exponente es 4n, la potencia de ± y — I será I ; si es  
4n-1--1, será ± V/—I; si es 411 -1- 2, será—I; y por último si es  
411-1- 3  será ±1/—I; 6.° la raiz de un grado cualquiera de una  
cantidad compleja aun cuando afecta la misma forma no podemos 
 
demostrarlo por lo ya dicho hasta el Álgebra en general, no obs-
tante aquí lo demostraremos para la raiz cuadrada, en esta forma:  
a , +1) 2 -a 
 
	
b3 •1-.=V 	 2 	 +V 	 2 	 _\ ' 	 2 	 \ 	 2 
la+ 3a= +b^ 	 ia- vat+ by 	 a+ 3at -r b2 	 : - U= - a 
	
a b3
- 1
—V 	 2 	 —\' 	 2 	 —V 	 — 1' 	 2 	 4/-1 
Estas expresiones son evidentes teniendo en cuenta las fór-
mulas (3) de (367, Esc.°), y como vemos se pueden poner bajo la 
 
forma de A ± B / — I, como nos proponíamos demostrar. 
 
EscoLros. I.° Si sumamos dos cantidades complejas conjuga-
das, su suma es el doble del término real: 2.° Si restamos dos 
 
cantidades complejas conjugadas, el resto será el doble del térmi-
no imaginario precedido del signo que lleve en el minuendo: 
 
3.° Si multiplicamos dos cantidades complejas conjugadas, su pro-
ducto es la norma de ambos factores: 4.° Si dividimos dos canti-
dades complejas conjugadas, su cociente es el cuadrado del divi- 
1 a 
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dendo dividido por la norma de sus términos; 5.° la suma y la 
diferencia de monomios imaginarios, son monomios imaginarios; 
6.° el•producto de monomios imaginarios, será un monomio real ó 
imaginario, según que sea par ó impar el número de factores; 7.° 
el cociente de dos monomios imaginarios es una cantidad real; 
8.° las potencias de los monomios imaginarios, son monomios 
reales ó imaginarios, según sea par ó impar cl grado de la poten- 
cia; 9.° las raices de los monomios imaginarios son siempre canti- 
dades imaginarias. Así: i.° (a+b v/—I) ± (a -b v/—i)_ 2a; 
2.° (a+b 3—I)—(a—b 3
—I)= 1--2b v-r ; 3,0 (a-I-13 3
-I) 
(a -- b V-1)=-a 2 -1- b2; 4.° (a -^^ b 3— I ): (a--b 3 - I) _ 
(a ±b 3—I) 4 :(a'-E-b 4 ); 5• ° a 3—I-I-b v' - V---I 
= (a +b+'c) 3—I) y a 3— I—b 3—I=(a —b) 3—I; 
6.° a V-1 x b 
	 — ab; y a y—Ixb 3—I x c y/—I 
= — abc y—I; 7.° a V—I : b y—I =a : b; 8. ° (a y—I) 2 
— a2,y (a 3 - I) 3=-a3 3-I; 9.° vaV—I =VaX 3=I. 
371. Para que se anule una , cantidad compleja, es necesario 
que sean cero el término real y el coeficiente de V—I. 
En efecto, para que se anule la cantidad compleja a+b V—I, 
se necesita ó que a sea igual y de signo contrario que bV—I, ó bien 
que a sea cero y b V—I lo sea también, pero para que el pro- 
ducto b V—I sea cero, basta que lo sea b, luego como a no puede 
ser igual á b V—I por ser la una real y la otra imaginaria; sólo se 
anulará a ± b v—r, cuando se verifiquen las igualdades: a = o, 
b — o, conforme al teorema. 
COROLARIOS. I.° Para que una cantidad compleja se anule, 
es necesario que se anulen su norma ó su módulo. Una vez que, 
sial b2 —o,óp/a2 ± b¿ = o,se tiene a=o,yb=o. 
2.° Para que sean iguales dos cantidades complejas, es necesa-
rio que sean iguales los términos reales y los coeficientes de 
l/ — I. Unavezque,tendremos: a-l-b V' — I = c -}- d yí — r, 
(a—c)-{-(b—d) 3 —I=o,a = c,b=d. 
sg— 
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332. La norma del producto de dos cantidades complejas, es 
el producto de sus normas respectivas. 
En efecto, (a -}- b V — i ) (c + d V — i) = (a c — b d) 
+ (b c + a d) V — t, cuja norma es (a c — b d) 2 (b c a d)2 
—a2c2-2abc 	 b2 d'±b; ct ±2abcd±atd;_ as 
d;) + bs (c ± d;) _ (at + b3) (c; 	 bt), conforme al teo- 
rema. 
COROLARIOS. I.° La norma del cociente de dos cantidades 
complejas, es el cociente de sus normas respectivas. Puesto que el 
dividendo es el producto del divisor por el cociente. 
2.° Para que un producto de cantidades complejas se anule, es 
necesario que se anule uno de sus factores. Puesto que el producto 
es una cantidad compleja que se anula cuando se anula su norma; 
pero la norma del producto es producto de las normas de los fac-
tores, y como las normas son cantidades reales basta que una se 
anule para que el producto se anule también. 
- 
LIBRO IV. 
Logaritmos 
CAPÍTULO PRIMERO. 
Propiedades elementales. 
LECCIÓN 51.a 
Nociones preliminares 
373. Hemos visto (52), que el logaritmo es el resultado de 
la logaritmización cuyos datos se denominaban base y número; la 
base ha de ser real positiva y diferente de uno, sin lo cual no po-
dríamos obtener todos los números que necesitemos, ya enteros ó 
fraccionarios, elevándola á las diferentes potencias sucesivas desde 
— co hasta -I-- co; puesto que, si darnos al exponente los valo- 
2m 	 2m+I 2n1+ I 
res -   
 y 	  , la potencia tendrá un valor real y 
2n+ I 	 211-+• I 
	 2 n 
positivo en el primer caso, real y negativo en el segundo, é imagi-
nario en el tercero, cuando la cantidad que se eleve sea negativa y 
diferente de uno; y si fuese la unidad, en todos los casos encontra-
ríamos la unidad y no los números que necesitemos de la serie de 
los comensurables. Debiendo ser la base real positiva y diferente 
de uno podrá ser mayor que uno ó menor que uno; por tanto nos 
interesa demostrar: que las potencias sucesivas, de un número cual-
quiera mayor ó menor que uno, desde cero hasta el infinito positivo 
y desde cero hasta el infinito negativo, nos dan sucesivamente todos 
-los números mayores y menores que la unidad. En efecto, si per-
maneciendo constante el dignando el exponente de una potencia 
llega hasta el infinito, la potencia alcanzará el límite oo, 6 el lí-
mite o, segun que el dignado sea mayor ó menor que uno; puesto 
que, sabeinos (2 I I), a" — I =(a"'' -{-a" -s + -I- a + I) (a — I), 
si a > I , será a 3 > I, a3 > I &.a y a"' ± a"-; + ...• -+ a + I > n, 
de donde, a" > I -{- n (a -- i ), lo que nos dice que creciendo sufi-
cientemente n crecerá tanto como se quiera n (a •— i) y por conse- 
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°
cuencia a". Por el contrario la potencia, (±) = a ^ , cuando no 
crece suficientemente, disminuye indefinidamente. Por otra par- 
te, siendo d una cantidad tan pequeña corno se quiera y n un nú- 
mero suficientemente grande siempre quedará satisfecha la des- 
igualdad am 	 — am < d, puesto que dividiendo por am se obtiene, 
d 	 d 
n a — I < 	  , de donde a < ( I + a„ ). Si a < I: también se 
verificará la desigualdad a"' — a m t < d, pues se tiene a 
d y 
Sistema de logaritmos, es el conjunto de los logaritmos de to-
dos los números que necesitemos, respecto de una base determinada.  
En todo sistema de logaritmos cuya base es mayor que uno,  
el logaritmo de la'unidad es cero, el de la base la unidad, los loga-
ritmos de los números mayores que uno son positivos, y los de los  
menores negativos, el logaritmo del infinito positivo es el infinito,  
y el logaritmo del cero es el infinito negativo. Si la base es menor  
que uno, el logaritmo de la unidad es cero, el de la base la unidad,  
los logaritmos de los números mayores que uno son negativos, y  
los de los menores positivos, el logaritmo del infinito es el infinito  
negativo, y el logaritmo de cero es el infinito: los logaritmos de los  
números negativos no son reales; y cuando el número no es poten-
cia de la base, las raices de esta nos señalarán los límites entre los  
cuales se halla comprendido el logaritmo. 
 
3'7í. Habiendo un número ilimitado de sistemas de logaritmos 
nos conviene poder deducir de un sistema de logaritmos otro cual-
quiera, pues de esta suerte teniendo un sistema de logaritmos ten-
dríamos los sistemas de logaritmos que deseemos; para conseguirlo 
supongamos que sean x é y los logaritmos de b y c en la base a de 
manera que: b — ax, c = ay, de estas igualdades se deducen 
a = b = , c — a` = 
 b7, es decir, que el logaritmo de c en la base 
b es 7 , ó lo que es lo mismo el logaritmo de c en la base a di-
vidido por el logaritmo de b en la base a; por tanto para pasar de 
un sistema de logaritmos á otro: se dividen los logaritmos del siste-
ma dado, por el logaritmo de la nueva hase en el antiçuo sistema.  
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En los cálculos comunes se usan los logaritmos del sistema 
cuya base es 1 o, que se llaman, vulgares, ordinarios, decimales ú 
de Briggs; cuya notación es lg, sin poner la base. 
En el análisis se consideran exclusivamente los logaritmos 
cuya base es el número irracional, e = 2 -}- —+— 
	 — I. z 	 1.z. 3 
2'71828 	
 que se llaman naturales, por poderse calcular sin nin- 
guna limitación; su notación más sencilla es 1, sin poner tampoco 
la base. Así bOlg.a, 5log.a, elog.a, lg.a, l.a, son expresiones del loga-
ritmo de a en las bases io, 5 y e, las tres primeras, y las dos últi-
mas del logaritmo vulgar y natural de a. Todos los logaritmos que 
no son naturales, se llaman artificiales; porque se pueden expresar 
mediante los naturales. Así 5loga = 11.5 ,  Iga =  1. io 	 el recí- 
proco del logaritmo natural de la base, por quien hay que multi-
plicar los logaritmos naturales para obtener los artificiales, se de-
nomina módulo del sistema artificial. 
375. El logaritmo de un producto, es la suma de los loga-
ritmos de sus factores. En efecto, si tenemos b y c cuyos logarit-
mos en la base a supondremos sean x é y, podemos escribir las 
siguientes igualdades 
b = a` 	 de las que se deduce multiplicándolas miembro á miem- 
c = aY I bro bc=a 	 es decir que el logaritmo de bc es x + y 
conforme al teorema. 
El logaritmo de un cociente, es igual al logaritmo del divi-
dendo menos el logaritmo del divisor. 
En efecto, si adoptamos la notación anterior se tiene 
b = a= 
	
y dividiendo ordenadamente estas igualdades, se obtiene 
c = a' , 	 —a` y, es decir que el logaritmo de 
	
es x — y 
conforme al teorema. 
El logaritmo de una potencia, es igual al logaritmo del dig-
nando multiplicado por el exponente. 
En efecto, si elevamos los dos miembros de la igualdad, 
b=a= á n, se tiene: b"—a=", es decir, que el logaritmo de b" es x", 
conforme al teorema. 
El logaritmo de una raiz, es igual al logaritmo del radicando 
dividido por el índice de la raiz. 
34 
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In efecto, si extraemos la raiz enésima de los dos miembros 
 
n 	 x 
de la igualdad, b=a 1 , se tiene : 1/ b —a n 
 , es decir, que el loga- 
ritmo de 1 1 b, es , , conforme al teorema.  
376. ANTILOGARITMO 1)E UN NÚMERO, es otro número cuyo  
logaritmo es igual al número propuesto. Así el antilogaritmo de a 
 
en la base ro, 6 el antilogaritmo ordinario de a, sería el número 
 
cuyo logaritmo fuese a, y se expresa antlg.a ó bien alg.a. 
COLOGARITMO DE UN NÚMERO, es el complemento á cero del  
logaritmo de este número. Así el cologaritmo de a en la base io  
ó el cologaritmo ordinario de a, sería--lg.a y se expresa clg.a. 
 
Mediante los cologaritmos se transforman las sustracciones de 
 
logaritmos en sumas; una vez que, lg b —1gb—lg.c—lgb-{-c1g.c. 
 
377. CiLCULO LOGARÍTMICO, es la aplicación de las propie-
dades generales de los sistemas de logaritmos (375) á las fórmulas,  
que se deseen determinar sus valores. Así si deseásemos calcular  
por logaritmos la fórmula siguiente 
 
0'769 	 2'33 	 tomando los logaritmos de 
4'75 X 5 ' 17- X 4 2  51 los dos miembros y teniendo 
3'2 
	 X 	 3,'72 X 	 ( en cuenta que el segundo y52 [ 	 0'005 	 ^o' 76 J miembro es una raiz; se tiene  
X = 
O'769 	 2'3 3 	 1
I 
' 
	 X— X 	
-( 
1 	 475 
	
517 = 	 4 2 
 5 
Igx-2 lg 
 3
,Z 3,72 
	 X 	 X 	  3521 	 O'005 	 Y 0'76  I  
y como el logaritmo de un  
cociente es igual al logaritmo  
del dividendo menos el loga-  
ritmo del divisor. 
1 g x—l (1g  0 7 69 	 2 3 3 	 3 2 	 3 7 2  2 	 4'75 X  5'17 4 X  4'25 —1g. 	 X 0005 521 
 
3 	 ¡ 
^ó76 , 
 
pero como los dos términos de la sustracción son productos,  
1 0 ' 769 	 2 ' 3 3 	 3'2 lg. x — 2 ( f 
 Ig 4,75 -^ ^1 g -5,174  -I-- 1g 4' 2 5 ) - (Ig ^ —  52I 
z 
10. 0.005 + Ig x,/ 0 , 76 )l , 
 y como los dos primeros términos del 
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minuendo son cocientes, así como los dos primeros del sus-
traendo, y el último de este es una raiz, tendremos, 
 
1g. x 	
- 2 [ (1g. O'769 --Ig. 4'75+1g 2'3 3-1g. 5'17 2 +1g. 4'25 )  
—( 1g 3'2--1g \/521 4l5 3'7 2-1g 0'005-1_ `— 1 g 0' 7 6 )1 , mas 
como aun hay términos en el minuendo que son potencias y en el 
sustraendo que son raices, se tiene, 
 
lg. x =I= 2 	 ( lg. o'769 — lg. 4'75  -ÿ 3 lg. 2'3 — 2 lg 5'17  +  
1g 4'25 )- -(1g  3'2— 2 lg. 521—Ig. 3'72-1g. 0'005 +-31 lg. 0'76)1 
efectuando la sustracción indicada dentro del paréntesis cuadrado 
Ig. x = 2 (lg 0'769 
—lg. 
 4'75  ±31g2'3-21g 5'17+lg 4'25— 
lg 3'2+ z ` lg 521— lg 3'72 + lg 0'005 — 	 lg o 76 
multiplicando lo que está dentro del paréntesis redondo por — y 
2 
poniendo en lugar de los logaritmos que están afectados del signo 
 
menos los cologaritmos, obtendremos por último: 
 
lg. x = I lg o' 769 + '— clg 4' 75+ 3  lg 2 . 3 + clg 5' 17 + t 2 	 2 	 2 
1g. 4'25  +
2 	 3' 2 + 4  lg 52 1 + i clg 3'72+- 2  - lg 0'005 
-{- --
6 
 0'76;  conocidos los logaritmos y cologaritmos y suma-
dos sólo nos restará para encontrar el valor de x, encontrar el 
antilogaritmo correspondiente á la suma, lo que se consigue me-
diante las tablas de logaritmos e que nos ocuparemos pronto. 
 L 	
1
^
' 
'. ^ 
_.^-- ECCIÓ. ^^^^ " ^^ . 
 
Losaratmos ordinarios.  
378. SISTEMA DE LOGARITMOS ORDINARIOS, es aquel cuya 
base es diez. Como ya sabemos que obtenidos los logaritmos en un  
sistema se pueden obtener los logaritmos en otro cualquiera, se ha  
elegido entre los distintos sistemas el ordinario, porque goza de  
\\N 
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propiedades mediante las cuales se obtienen con más facilidad los 
logaritmos de los números en este sistema que en ningún otro; de-
bido esto, á ser su base la misma que la  del sistema de numeración 
que hemos adoptado. 
379. El logaritmo de un número entero ó fraccionario, en este 
sistema, será un número entero ó incomensurable, pero nunca frac-
cionario. 
En efecto, si admitiésemos que el logaritmo de un número 
m 	 ^ 
cualquiera a, fuese la fracción irreducible 	  , tendríamos a= i o  
y elevando á n los dos miembros de esta igualdad a" = lom; si a 
 
es entero no puede tener más factores primos que el 2 y el 5 que 
 
son los de lo y por tanto 2 1m X 5" = 2" X 5 m , lo que exige,  
pn = m, qn = m, ó lo que es lo mismo que n sea divisor de m  
contra la hipótesis; si a fuese un número fraccionario tendríamos 
 
el absurdo de que un número fraccionario sería igual á un número 
 
entero, luego un número fraccionario no puede ser nunca el loga-
ritmo de un número entero ni de un número fraccionario.  
Como los números incomensurables se representan por núme-
ros comensurables tan próximos á ellos como se desee; de aquí el  
que nos convenga considerar á todo logaritmo compuesto de dos  
partes una entera y otra fraccionaria decimal, pudiendo ser lo mis-
mo la parte entera que la fraccionaria decimal, cero. 
 
Cuando á un número se le multiplica ó divide por una poten-
cia de diez la parte fraccionaria no varía pero la entera queda au-
mentada ó disminuida en tantas unidades como tenga el exponente  
de diez por quien se haya multiplicado ó dividido. 
 
En efecto, si tenemos el número a y le multiplicamos por  
t o", tendremos: lga X 1o" = lga -}- n, es decir, que siendo n un  
número entero, no puede alterar en nada á la parte fraccionaria  
del logaritmo de a, pero aumentará en tantas unidades cuantas ten-
ga á la parte entera; si por el contrario en lugar de multiplicar por  
ton 
 á el número a le dividimos por to", tendremos 1g ion =1g,a—n, 
es decir, que como n es un número entero, no puede alterar en nada  
á la parte fraccionaria del logaritmo de a, pero disminuirá la parte  
entera en tantas unidades cuantas tenga , conforme al teorema.  
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380. CARACTERÍSTICA, es la parte entera, positiva ó negativa 
del logaritmo ordinario de un número decimal. 
MANTISA, es la parte fraccionaria decimal del logaritmo ordi-
nario de un número del sistema décuplo. 
La característica se determina sin cálculo alguno; pues, consta 
siempre de tantas unidades positivas como lugares décuplos diste di 
la cifra de las unidades simples, la primera cifra significativa del 
número dado: ó bien de tantas unidades negativas como lugares 
subdécuplos diste de la cifra de las unidades la primera cifra sig-
nificativa del número dado. Así el logaritmo del número 856 ten-
drá de característica 2; una vez que está comprendido entre io 2 y 
108 cuyos logaritmos son 2 y 3, por tanto tendrá necesariamente 
de característica ó parte entera 2, ó tantas unidades positivas como 
lugares décuplos dista la primera cifra significativa 8 de la cifra de 
las unidades 6: el logaritmo del número 7246'58, tendrá por la 
misma razón por característica 3: el logaritmo de o'0o475, tendrá 
de característica — 3; una vez que está comprendido entre ó ooi y 
o'o1, es decir, entre iÓ 5  y Do', luego la característica negativa 
será — 3 y la mantisa será positiva, ó bien la característica nega-
tiva será — 2 y la mantisa seirá negativa también. 
Bien se comprende que cuando se nos, dé el logaritmo de un 
número, conocemos inmediatamente la cifra del orden más elevado 
de sus unidades, ya los órdenes sean décuplos ó subdécuplos; una 
vez que si la característica es positiva el orden más elevado ó el 
número de cifras enteras será igual al número de unidades de la 
característica mas uno; y si es negativa la primera cifra significativa 
del número ocupará el lugar, después de las unidades, determinado 
por el número de sus unidades. 
De lo expuesto se deduce que lo que nos interesa es encontrar 
las mantisas de los logaritmos de los números que necesitemos; 
una vez que la característica la sabemos encontrar sin cálculo 
alguno: pero para determinar la mantisa del logaritmo de un 
número cualquiera, basta encontrar los límites de las mantisas de 
los logaritmos de los números comprendidos entre uno y diez; 
puesto que, sabemos que el logaritmo del número 7425 tiene la 
misma mantisa que el de 74' 2 5 (379). 
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Pues bien, para encontrar los límites de las mantisas de los 
logaritmos de los números comprendidos entre I y io, de los dife-
rentes procedimientos dados creemos es el más sencillo, encontrar 
la raiz cuadrada de diez; después la raiz cuadrada del resultado ob-
tenido y así sucesivamente hasta llegar á un número que se aproxi-
me á uno tanto como se quiera (373). 
I 	 I 	 1 
Con los valores de 10T, Io+, 107, Lofe..., se forma esta tabla: 
Números. Logaritmos. 	 Números. Logaritmos. 
I O' OOOOO 
3'16228 
I'77828 
1 '3335 2 
1 ' 1 547 8 
I ' 00000 
o' 50000 
0'25000 
 O'12500 
o'o625o 
1'07461 
I ' 03663 
I'01815 
I'00904 
1'0045 1 
O'03 12 5 
0'01562 
 0'00781
0'0039 1 
O'00195 
Para calcular con el auxilio de esta tabla el logaritmo de 
6'5, por ejemplo, se divide el número dado por el inferior 
más próximo de la tabla 3' 16228, el cociente resultante por el in-
mediato inferior y así sucesivamente: de donde el número propuesto 
resultará igual al producto de varios números de la tabla y por 
tanto su logaritmo será igual á la suma de los logaritmos de los 
factores que ya conocemos. 
Se nos pudiera pedir el logaritmo de un número cualquiera 
a en menos de 
	
: en ese caso, si elevamos á la potencia q el nú- 
mero propuesto obtendremos la limitación siguiente, en el supues 
to de que aq no tenga más que n cifras enteras; 
 ion"' < a7 < I o", 
tomando los logaritmos, n — I < q lga < n, y dividiendo por q se 
n—I 	 n 
tiene: 	
 < lg.a < 
	
; lo que nos dice que: para obtener el lo- 
garitmo de un número en menos de una parte alícuota cualquiera de 
la 
 unidad se eleva el número dado á la potencia indicada por el de-
nominador de la parte alícuota y el número de cifras enteras de la 
potencia disminuido en una unidad, dividido por el denominador de 
la parte alícuota será el logaritmo pedido. Así, si queremos encon-
trar el logaritmo de 2 en menos de o' 1, elevaríamos 2 á I  lo que 
nos dá 1024 que como tiene cuatro cifras el logaritmo de 2 será 
0'3 en menos de una décima. 
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Para 
 evitar estos cálculos demasiado prolijos se han cons-
truido tablas logarítmicas que contienen las mantisas de los loga-
ritmos de todos los números hasta un cierto límite y con una 
aproximación determinada, de las que nos ocuparemos en la si-
guiente lección. 
• 
LECCIÓN 53.' 
Tablas de lo7'aritmos. 
381. TABLAS DE LOGARITMOS, son estados ó . cuadros que con-
tienen los números enteros, desde uno hasta tia cierto límite, y  sus 
correspondientes logaritmos con una aproximación determinada. 
Las tablas de logaritmos: por su límite se dividen, en peque-
ñas y grandes: siendo las primeras aquellas cuyo límite no pasa 
de 2o.000; y las segundas aquellas cuyo límite es superior á 
20.000: por su disposición se dividen, en de simple, doble y triple 
entrada: siendo las primeras aquellas cuya disposición consiste en 
escribir los números en una columna y enfrente sus logaritmos; 
las segundas, aquellas cuya disposición se diferencia de la ante-
rior en poner en columnas á la derecha de las anteriores las cifras 
de la mantisa correspondiente al número, cuando á este se pone 
á su derecha una de las cifras significativas con que encabeza la 
columna correspondiente; y las terceras aquellas cuya disposición 
se diferencia de las de doble entrada , en que á la derecha de las 
columnas de estas se hallan otras encabezadas por los nueve pri-
meros números, que contienen lo que tenemos que agregar á las 
mantisas correspondientes de los números cuando á estos se les 
pone á la derecha una de las cifras significativas con que encabe-
zan las columnas. 
Con arreglo á la primera disposición están formadas las tablas 
de Felíu, con arreglo á la segunda las de Vázquez Queipo, y con 
arreglo á la tercera las de Gascj. Todas ellas de matemáticos es-
pañoles y tales que en su genero compiten con las mejores extran-
jeras aun cuando no sean más que de las denominadas pequeñas; 
si bien hemos de hacer una excepción honrosa de las últimas, de 
las cuales no existen ni pequeñas ni grandes en el extranjero hasta 
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la fecha y las que tienen inmensas ventajas sobre todas las cono-
cidas; debido al ahorro de tiempo, tanto en la obtención del loga-
ritmo de un número cuanto en los cálculos que con ellas se em-
plean por limitarlos á cuatro cifras del órden subdécuplo , límite 
que en la inmensa mayoría de los cálculos es suficiente y aun ex-
cesivo; esto nos induce á ocuparnos única y exclusivamente de 
ellas; una vez que , sabido su manejo no puede ofrecer dificultad 
ninguna el manejo de las demás tablas. 
38e. El manejo de cada tabla, bien se comprende que depende 
de su disposición, y como quiera que todas las tablas van prece-
didas del modo -más conveniente de usarlas, es inútil detallar el 
procedimiento de los problemas que las tablas de logaritmos re 
suelven: no obstante, y teniendo en cuenta que los problemas que 
las tablas resuelven se reducen á dos, que son: u° dado un número 
determinar su logaritmo; y 2.° dado un logaritmo determinar el 
número á que corresponde: necesitamos dar idea del modo de re-
solver estos problemas en el caso más complicado, es decir, en el 
caso que el número ó el logaritmo no esté en las tablas. 
383. En todas las tablas el procedimiento para resolver el 
caso de determinar el logaritmo de un número que no esté en las 
tablas, así como el número del logaritmo que no se encuentre en 
ellas; se funda en que: las diferencias entre dos números, son pro-
porcionales á las diferencias entre sus logaritmos correspondientes, 
proporción, que aunque no es exacta en absoluto, se admite como 
tal , porque el error que se comete es menor que la aproximación 
de las tablas, y solo se aplica en todas ellas á números consecu-
tivos y menores que mil. 
384. El primer problema, ó lo que es lo mismo el problema 
directo que resuelven las tablas es: dado un número encontrar su 
logaritmo, problema que con cualquier tabla es sencillo cuando el 
número no excede del límite de la tabla; una vez que la tabla nos 
dá siempre el logaritmo directamente, es decir sin cálculo alguno: 
pero no sucede así cuando el número excede del límite de las ta-
blas; puesto que teniendo necesidad de aplicar el principio del 
número anterior, tenemos siempre que hacer una multiplicación 
y una adición mas ó menos sencillas en las de simple y doble en-
trada, y solo una adición en las de triple entrada: esto pone de 
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manifiesto la ventaja de las de triple entrada sobre las de simple 
y doble. Así, si limitándonos á las tres tablas Españolas de simple, 
doble y triple entrada cuyo límite no pasa del número 20.000—y 
en que la de Felíu tiene cinco cifras de órden subdécuplo, seis la 
de Vazquez Queipo y cuatro la de Gascó----nos propusiésemos en- 
contrar el logaritmo del número 756458; tendríamos que dividir al 
número propuesto por la unidad seguida de tantos ceros , cuantos 
fueran necesarios para que el número que resultase estuviese com- 
prendido en las tablas, lo que sabemos no altera la mantisa que nos 
proponemos encontrar (379), por tanto dividiremos al número 
propuesto por too y queda el caso reducido á terminar la man- 
tisa del número 7564'58, que ya está comprendida en el límite de 
las tablas. La característica del número propuesto ya sabemos 
(380) que es 5; pues bien, la mantisa siendo la misma que la del 
número 7564' 58 se determina aplicando el principio del número 
75 6 5 - 75 64 
anterior formando la siguiente igualdad fraccionaria 75 64'5 8 — 75 64— 
lg 75 6 5 -1g 75 64 	 i 	 diferencia tabular 
ig 75 6 4'5 8— lg 754 + 6 bien o,5s = 	  , de donde x=0'58 X 
diferencia tabular: hemos puesto en lugar de la diferencia en-
tre los logaritmos de dos números consecutivos, diferencia tabu-
lar, porque la traen las tablas de simple y doble entrada, si bien 
referida al último órden decimal, así las de Felíu en el caso pre-
sente traen 6, que quiere decir seis unidades del quinto órden sub-
decuplo; las de Vazquez Queipo traen 57, que quiere decir 57 
unidades del sexto órden subdécuplo: con unas y otras hay que 
encontrarla mantisa del logaritmo del número 7564 y agregarla 
el producto de o'58 por la diferencia tabular; con las de Gascó, 
después de encontrada la mantisa del número 7564 se agrega la 
parte proporcional correspondiente á las cifras 5 y 8 teniendo en 
cuenta su orden decimal lo que nos evita siempre una multiplica-
ción, que en las tablas de doble entrada se simplifica mediante 
tablillas que contienen los productos de la diferencia tabular por 
los nueve primeros números, mas de cualquier modo siempre re-
sulta ventajoso el uso de las tablas de triple entrada: en el ejem-
plo propuesto se encuentra siempre por defecto con cualquiera de 
las tres tablas, como logaritmo del número 756458, 5'8788. 
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38°a. El segundo problema, ó lo que es lo mismo el problema 
inverso que resuelven las tablas es: dado un logaritmo encontrar 
el 'n^^ mero á que corresponde, problema que como el directo es 
Sencillo con cualquier tabla cuando el logaritmo está en las tablas; 
puesto que las tablas nos dán directamente el número á quien co-
rresponde , es decir sin cálculo alguno: más no sucede lo mismo 
cuando el logaritmo no está en las tablas; una vez que, como en el 
directo, hay precisión de aplicar al principio del número (3 8 3) , y 
por tanto hacer una división y una adición, más ó menos sencillas 
en las de simple y doble entrada, que no se necesitan como en el 
directo, sino una adición, en las de triple entrada. Así si nos pro-
pusiéramos resolver con las mismas tablas que el directo, el pro-
blema inverso y con el mismo ejemplo, es decir, determinar el 
número correspondiente al logaritmo 5'8788: el número sabemos 
que tiene que tener seis cifras de orden décuplo (38o), y puesto 
que no está en las tablas se hallará su mantisa entre las mantisas 
de dos números consecutivos de las tablas, como así sucede y 
establecida la misma igualdad fraccionaria que antes tendremos: 
7565-7564 	 lg 7565-1g7564 	 [ 	 diferencia tabular 
1 (7565 +x h 6 tibien -x 
	 i6  = 	 de (7564±x)-7564 
 
	 g (75 S )— a 75 4' 
donde x = 16 dividido por diferencia tabular, teniendo en cuenta 
que 16 expresa unidades del sexto orden decimal y es aplicable á 
las de Vázquez Queipo, con las de Feliu el 16 se convertiría en 
2 unidades del quinto orden decimal; mas con unas y otras había 
que hacer la división que en las de Vázquez Queipo se simplifica 
mediante las tablillas ya dichas, las de Gascó no necesitan de la 
división ni aun del uso inverso de la tabla de logaritmos pues 
para evitarlo trae una tabla de antilogaritmos. 
No nos detenemos en más detalles relativos al manejo y uso 
de tablas de logaritmos, porque el profesor, según las tablas que 
adopte, enseñará á sus alumnos convenientemente todo lo que á 
ello se refiera con las tablas á la vista. 
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CAPITULO II. 
 
Cirrf ,- t 
lu ,r 	 `1 .. ^'tír.• ^ 
Iplicaeiones de los logaritmos. 
 
LECCIÓN 54.' 
Progresiones geométricos. 
 
386. Progresión geométrica, es una serie de números tales que 
 
cada uno es igual al anterior multiplicado por otro constante, que 
 
se llama razón de la progresión. Se divide en creciente y decre-
ciente, según que la razón sea mayor ó menor que uno. 
 
387. La notación de una progresión geométrica, llaman- 
 
do a al primer término, r á la razón y u al último término 
 
es: - a: ar: ar 2 : ars:..,... u, y si suponemos que el último 
• término ocupa el lugar n; se tiene, puesto que el segundo es 
igual al primero por la razón y el tercero igual al primero 
multiplicado por la razón elevada á dos, es decir, al número de 
 términos que le preceden: que un térm:n, cualquiera de una pro
 
gresión geométrica es igual al primero multiplicado por la ra-
zón elevada áz un exponente igual número de términos que 
 le 
preceden, cuya propiedad se expresa mediante la fórmula, u=ar" - ' . 
ESCOLIO. La progresión geométrica: puede ser limitada, es  
decir, que, como la que hemos puesto tenga primero y último 
 
término; puede ser indefinida, es decir, que tenga primer término 
 
y no sepamos cuál es el último, c mmo la puesta si prescindimos  
del último término; y puede por ú!timo ser doblem nte indefinida  
ó ilimitada como la siguiente: 	 • 	 á  - 	 — 	 — : a :  
ar : ar2 : ar3 : 	  : en todas ellas se verifica que un término 
cualquiera es igual á otro multiplicado por la razón elevada á 
un exponente igual al número de términos que le preceden, con-
siderando como primer término aquel en cuya función vamos á  
obtener su valor: y si sucediese que ese término en lugar de estar  
antes del que queremos determinar estuviese después, en ese caso  
sería igual á ese término dividido por la razón elevada á un expo-
nente igual al número de términos que le siguen, considerando 
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como último término aquel en cuya función vamos á obtener su 
valor. De aquí el que se diga también que en una progresión geo-
étrica limitada, un término cualquiera es igual al último divi-
ido por una potencia de la razón igual al número de términos  
que le siguen.  
EJEMPLOS: 1.° Hallar el cuarto término de la progresión  
cuyo primer término es 12 , y la razón 5. El término que se busca  
será igual á 12 X 5 3 = 12 X 125 = 1500.  
2.° Hallar el quinto término de una progresión de I I térmi-
nos cuyo último término es, lO 24 y cuya razón es 2. El término  
10 24 	 10 24^ 
16. que se busca será igual á 	 26 - 64 
3.0 Hallar en una progresión c'a razón es 3, el término que  
ocupa el quinto lugar después del término 8. El término que se  
busca será igual á 8 X 3 4 — 8 X 81 = 648.  
1 
4.° Hallar en una progresión cuya razón es 4 , el término  
que ocupa el sexto lugar antes del término 7. El término que se  
busca será igual á 7: (+) s = 7 X 45  = 7 X 10 24 = 71 68.  
388. La fórmula, que hemos encontrado u = a r" - ' nos dá  
el valor del último término en función del primero , de la razón 
 
y del número de términos: mas es conveniente que tengamos en  
cuenta que: en toda fórmula en que entren varias cantidades, pode-
mos obtener una cualquiera de ellas cuando se conocen las demás.  
Por esto así como en la fórmula propuesta se nos dá el valor de  
u cuando se conocen a, r y n, podríamos encontrar a, conocidas  
u r y n; r, conocidas u, a y n; y por último n, conocidas u, a y r;  
puesto que para ello como vamos á ver nos vasta efectuar senci-
llas transformaciones de cálculo. Así para de la fórmula u= a r' - ', 
deducir el valor de a, no tendríamos más que dividir los dos 
 
miembros de la igualdad por r"
-- ' y tendríamos, „t, 	 a, ó to- 
mando el primer miembro por segundo y este por primero,  
11 
a — r„_ I , que traducida al lenguaje vulgar nos dice: que en toda  
progresión limitada el primer término es igual al último divi-
dido por la razón elevada á un exponente igual al número de  
términos de la progresión menos uno: si de la misma fórmula 
a : -381-- 
quisiéramos deducir el valor de r, dividiríamos los dos miem- 
bros por a, lo que nos daría 
	
= r"- ', y extrayendo la raiz del 
grado n—t de los dos miembros, tendríamos r= 	 ° 	 , Jib°  v a 
traducida al lenguaje vulgar nos dice: que en toda progresión linei-
tada, la razón es igual d la raiz del grado indicado por el número 
de términos menos uno, del cociente de dividir el último término por 
el primero: últimamente si de la misma fórmulh quisiéramos dedu- 
cir el valor de n, dividiríamos los dos miembros por a, lo que nos 
u 
daría como antes 	 = r" -1, tomando ahora los logaritmos de los 
dos miembros de esta igualdalt se obtiene lgu—lga=(n— i) lgr, 
dividiendo los dos miembros de esta igualdad por Igr, tendremos 
Igu—Iga 
n-1 = 	 agr , y sumando á los dos miembros de esta igualdad 
Igu—Iga 
uno se obtiene por último n = 	 ]gr -♦- i, que traducida al len. 
guaje vulgar nos dice: que en toda progresión limitada, el número 
de términos es igual al cociente de dividir por el logaritmo de la 
rizón la diferencia de los logaritmos del último término y el pri-
mero, sumando al resultado la unidad. 
EJEMPLOS. i. 0 Hallar el primer término de la progresión cuyo 
Último término es 2560, la razon 2 y el número de términos io, 
2560 	 2560 
aplicando la fórmula se tiene: a = z° 
"-1 
512 — 5 ' 
2.° Hallar la razón de la progresión cuyo último término 
es 256o, el primero 5, y el número de términos to; aplicando la 
9 	 9 
fórmula se tiene: r-= 1 /  2560  V5 V 	 5 12 = 2. 
3.° Hallar el número de términos de la progresión cuyo úl- 
timo término es 2560, el primero 5, y la razón 2 ; aplicando la 
formula se tiene n — ]g 256o —Ig 5 - , i _ 2 7 09  
Ig 2 	 301 
389. Interpolar un número cualquiera de términos entre dos 
números, es formar una progresión cuyo primero y último tér-
mino sean los números dados, y en que el número de términos sea 
igual al número de los que se desean interpolar mas dos; bien se 
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comprende que puesto que se conoce el primer término y el úl- 
timo, así como el número de términos nos será fácil hallar la ra- 
n y por consiguiente formar la progresión que deseemos. Así si 
isiéramos interpolar ocho términos entre los números 5 y 256o, 
claro está que el número de términos de la progresión sería io, 
y por tanto la razón igual á la raiz novena del cociente de di- 
vidir 256o por 5, es decir, A / 2560  _ 2  y por tanto la progre- 
` 	 5 
Sión sería .- 5 : to : 20 : 40 : 80 : 16o : 32o : 64o : 128o : 256o. 
Por tanto: para interpolar entre dos números un número cualquiera 
de términos, se determinará la razón extrayendo, del cociente' de 
dividir cl segundo de los números dados por el primero, la raiz del 
grado indicado por el número de términos que se desee interpolar 
mas uno, y se forman los términos que buscamos multiplicando el 
primero por la razón el que se obtenga por la razón y así sucesi-
vamente hasta llegar al segundo de los números dados. 
COROLARIO. Cuando entre cada dos términos de una progre-
sión se interpolan el mismo número de términos, resulta una sola 
y misma progresión. Una vez que la razón es la misma en cada 
una de las progresiones que se formen , pero además el último tér-
mino de cada progresión es el primero de la siguiente; luego sólo 
formarán una sola y misma progresión. 
EJEMPLO. Si interpolamos dos térriiinos entre cada dos conse-
cutivos de la progresión -- 3 : 24 : 192 : 1536 ,  nos resulta la 
única progresión - 3 : 6 : 12 : 24: 192 1536. 
390. En toda progresión el producto de dos términos equi-
distantes de los extremos, es igual al producto de los extremos. 
En efecto, sea la progresión - a : ar : ara : 
	  u 
	
u 	 : u, en r' 
la que los términos que siguen al primero y los que están antes 
del último se hallan expresados en función de ellos, se tiene evi- 
dentemente ara X  —u 	 a X u, conforme al teorema. Fun- 
dándonos en este teorema es fácil determinar el producto de todos 
los términos de una progresión; puesto que si llamamos P á ese 
producto tendríamos, P a >< ar x are x 
	 x ;^ x—x u, 
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y como el orden de factores no altera el producto, P 
	 u x 
 
° 
	
°,   ar2 x ar x a, y multiplicando ordenadamente 
estas igualdades, Pl — au x ar. 	 x ar2 . —°—x 	 X- 	 • 
r 	 r' 	 r` 
are x 
	
 . ar X ua, pero todos los factores son iguales á au y  
este está repetido tantas veces como términos tenga la progresión 
 
que si suponemos que tenga n tendremos P 2 _ (au )", de donde  
extrayendo la raiz cuadrada se obtiene, P _ 1/ (au) lo que  
nos dice: que el producto de los términos de una progresión limi-
tada es igual á la raiz cuadrada del producto, del primero y 
 
último término, elevado á una potencia igual al número de tér-
minos.  
La suma de los términos de una progresión puede encontrarse 
 
fácilmente. Llamemos S á la suma de los términos y tendremos,  
S = a + ar -f- are ± 
	
- u^ -+ l - -± u, y multiplicando esta igual- 
e 	 r 
II dad por r, Sr = ar ar2 ± ar3 ± 	 i ± u ± ur, si restamos  
ordenadamente estas igualdades se tiene Sr — S — ur — a, ó  
bien S — Sr - a — ur, según que la progresión sea creciente ó  
decreciente, y sacando á S factor común en las dos igualdades se  
obtiene S (r — t) — ur — a, S (i — r) = a — ur, de donde divi-
dido por r — i los dos miembros de la primera, y por t — r los 
dos miembros de la segunda, tenemos para valor de la suma las  
siguientes fórmulas S = ur-a , S— - ur  ; que traducidas al len- 
i- I 	 I - r 
guaje vulgar nos dicen: que la suma de los términos de una pro-
gresión creciente limitada, es igual al cociente de dividir por la  
diferencia entre la razón y la unidad, la diferencia entre el último  
término multiplicado poi- la razón y el primero: y que la suma  "de 
los términos de una progresión decreciente limitada, es igual al  
cociente de dividir por la diferencia entre la unidad y la razón, 
 la diferencia entre el primer término y el producto del último por 
la razón. 
 
EJEMPLOS. 
	
I.° Hallar el producto de los términos de 
una progresión , cuyo primer término es 5 , el último 160, y el 
^!P 
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número de términos 6; aplicando la fórmula se obtiene , 
P =  (5 X 160) 6 = V 8006 = 8003 = 512000000. 
2.° Hallar la suma de los términos de una progresión cuyo 
 
primer término es 5 , el último 160 y la razón 2 ; aplicando la fór- 
160;ç 2-5 
	
3 20- 5  
mula se obtiene, S 
	 2-1  315 ' 
3. 0 Hallar la suma de los términos de una progresión cuyo pri-
mer término es 160, el último 5, y la razón -; aplicando la fór- 
16o-5X 
= 	
 157 }_ 
mula se obtiene, S — 	 — 	 3 1 5 
391. En la fórmula obtenida para hallar la suma de los tér-
a—ur 
minos de una progresión decreciente, S = 1— , hemos supuesto que  
la progresión era limitada, pero si fuese indefinida, el último tér-
mino tendrá delante de sí un número de términos tan grande como 
 
se quiera y su valor puesto que r es menor que la unidad tendrá 
 
por límite o, lo que nos dice: que el límite de la suma de los tér-
minos de una progresión decreciente indefinida, es igual al primer  
término dividido por la diferencia entre la unidad y la razón, la 
fórmula pues en el límite será S = a . Como ejemplo de pro- 1—r 
gresiones decrecientes indefinidas, tenemos las fracciones decima-
les periódicas puras, y la regla que dimos (193), tiene aquí como 
debía de suceder su comprobación; una vez que si tenemos la frac-
ción decimal periódica pura 0 '42 54 2 54 2 5 , cuya generatriz sa- 
bemos nosotros es 99 , si la escribimos en forma de progresión 
decreciente sería -- 0'425: 0'000425 : 0'000000425:  , la suma 
de los términos de esta progresión decreciente indefinida es 
aplicando la fórmula S —  0'425 
	
0 '4
^ 5 	 4^ 5 , conforme I -0'001 	 0 '999 	 999 
con lo encontrado con arreglo á lo expuesto ( 1 93). 
LECCIÓN 55.' 
Interés compuesto, anualidades y rentas vitalicia•.  
392. En la lección 27.a nos hemos ocupado del interés de un 
capital en el supuesto de que por cada 100 unidades de dinero 
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durante un año había que aumentarle una cantidad prefijada, que 
era el tanto por ciento, y que el interés era proporcional al capi-
tal y al tiempo; razón por la que á dicho interés se le denomina 
interés simple, y se percibe después del tiempo convenido, para 
diferenciarlo del interés compuesto, en el cual el interés se acumula 
al capital para producir á su vez intereses, y si bien se admite 
que es proporcional al capital, no se admite que sea proporcional 
al tiempo; puesto que el capital no es constante como en el interés 
simple sino que aumenta con el tiempo. 
En el interés compuesto, el capital formado por el primitivo y 
sus intereses compuestos, se llama capital acumulado ó montante. 
El interés simple considerado como lo hemos hecho como una 
cuestión de percentaje, cuando el tiempo es un año; es decir, el 
mismo á que se refiere siempre mo, puede encontrarse mediante la 
fórmula, y = zoo 
, 
en la que y es el interés simple, c el capital 
y r el tanto por ciento ó rédito: multiplicando por ioo los dos 
miembros de esta fórmula se obtiene, ioo y = cr, y dividiendo 
sucesivamente por r y por c, obtenemos c —  boo y , r — too y 
r 	 c 
por tanto los diferentes problemas que pueden ocurrir en el interés 
simple, cuando el tiempo es un año son tres que se resuelven por 
las tres fórmulas halladas y que traducidas al lenguaje vulgar 
nos dán las reglas siguientes : 1. 2 para determinar el interés que 
produce un capital durante un arao á un tanto por ciento dado, se 
multiplica el capital por el tanto por ciento y el producto se divide 
por ciento: 2.a para determinar el capital que es preciso emplear 
para que nos produzca un interés dado á un tanto por ciento cono-
cido , se multiplica ciento por el interés y el producto se divide por 
el tanto por ciento: 3.6 para determinar el tanto por ciento á que 
hay que imponer un capital para que nos produzca un determinado 
interés, se multiplica ciento por el interés y se divide el producto 
por el capital. 
En el caso de que el tiempo sea diferente de un año repre- 
crt 
sentándole por t reducido á años, la fórmula sería, y = too , que 
multiplicando por ciento como la anterior se tiene, ioo y = crt, de 
35 
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cuya igualdad se deducen sucesivamente dividiendo por rt. por et 
y por cr, las tres fórmulas siguientes, c = 
rt 
1O° y , r =  1O° Y 
 ' et 
t = 1O° Y  , que con la primera resuelven los diferentes problemas 
cr 
en el interés simple, cuando el tiempo es diferente de un año, y 
que traducidas al lenguaje vulgar nos dan las reglas siguientes: 
i.a para determinar el interés que produce un capital durante un 
tiempo dado á un tanto por ciento conocido, se multiplica el capital 
por el tanto por ciento y por el tiempo (reducido ií anos) y se di-
vide el producto por ciento: 2.41 para determinar el capital que es 
necesario emplear para obtener un interés durante un tiempo de-
terminado á un tanto por ciento conocido, se multiplica ciento por 
el interés y el producto se divide por el producto de multiplicar el 
tanto por ciento por el tiempo: 3.a para determinar el tanto por 
ciento á que hay que imponer un capital para que produzca un 
interés determinado durante un tiempo dado, se multiplica ciento 
por el interés y el producto se divide por el producto de multiplicar 
el capital por el tiempo: 4.a para determinar el tiempo que se ne-
cesita para que un capital produzca un interés determinado á un 
tanto por ciento dado, se multiplica ciento por el interés y el pro-
ducto se divide por el producto de multiplicar el capital por el tanto 
por ciento. 
393. Para deducir la fórmula que nos dá el medio de resolver 
todas las cuestiones relativas al interés compuesto, hemos de re-
cordar que el tanto por uno y el uno por tantos pueden reducirse 
al tanto por ciento y viceversa; por lo cual emplearemos de estos 
el que más nos convenga, siendo en estas cuestiones el más conve-
niente el tanto por uno. Esto supuesto, si llamamos C al capital 
acumulado, c al capital primitivo, y r al tanto por uno, y t el 
tiempo en arcos: tendremos que el capital uno en un año pro. 
duce r, luego el capital c producirá cr, y por consiguiente el 
capital acumulado al cabo de un año será, c cr = c (t -{- r,) 
lo que nos dice que: para conocer el capital acumulado durante 
un año de lin capital primitivo á un tanto por uno determinado, 
se multiplica el capital primitivo por uno mas el tanto por uno. 
De donde se deduce, que el capital acumulado en el segundo 
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año se obtendrá multiplicando cl capital acumulado en el primer 
año por uno mas el tanto por uno , siendo por consecuencia, 
c (1+r) c (I-1-r) 2, durante el tercer año será, c (I-1-r) 2 
 (I+r) — c(I±r)3 , y así sucesivamente; por tanto al cabo de t 
años será, conforme la notación convenida 
C =c(I--r)` (I) 
Hemos dicho que t es el tiempo en años; puesto que á esa 
unidad de tiempo se suelen referir ordinariamente todas las ope-
raciones de esta índole en la vida ordinaria; pero aun cuando los 
razonamientos para la obtención de la fórmula (I) están basados 
en la hipótesis de que sea un número exacto de años, es igual-
mente cierta aunque sea un número de años fraccionario cual-
quiera, corno vamos á demostrar. Supongamos al efecto que el 
año está dividido en un número cualquiera de partes iguales, que 
representaremos por n, y que por tanto en lugar de los intereses 
capitalizarse al cabo de un año se capitalizan al cabo de la parte 
alicuota de año n  , el tanto por uno, claro está, que será dife- 
rente de r que es el correspondiente á un año y lo tendremos que 
designar de diferente manera, aunque siendo análoga su índole 
lo representaremos por la misma letra acentuada, es decir, por 
r' y en virtud de los razonamientos hechos para determinar la fór-
mula (I), el capital uno que al cabo de un año se convierte en 
I } r, este, que es capital acumulado durante n partes iguales de 
año produciendo en cada parte alicuota r' se convertirá en, (I+r') ", 
es decir, que la aplicación de la fórmula (I) á este caso nos dá 
I 	 r=(t±r')",ó bien (I±r)°=t+ r' 
y si el valor del capital acumulado durante una parte alicuota de 
año, está espresado en función de lo acumulado en un año me- 
diante la fórmula, I -}- r' _ (I -}- r)"; es evidente que durante 
m partes alicuotas iguales á n estará expresado por, (I 	 r')m 
_ (I 	 r) " . Ahora si t — t' -}- m , tendremos para valor del ca- 
n 
pital en los t' años c (I ± r)t'  y colocado este capital á interés 
—388—  
compuesto durante el tiempo ñ, se convertirá en c (i +r) t (1 +r)"  
=c(1+r)t+" = c (I +r)`, conforme á la fórmula (i) que como  
vemos es general cualquiera que sea el periodo de tiempo que se 
 
considere, con tal que para fijar las ideas el tiempo t esté siempre 
 
reducido á años como nos sucedía en el interés simple.  
394. La fórmula (i) tomando logaritmos se trasforma en, 
 
lg c = 1g c + t lg (1 -}- r) (2) que nos sirve para hallar el capital 
 
acumulado, conociendo el capital primitivo, el tiempo y el tanto 
 
por uno: si en la fórmula (2) restamos de los dos miembros tlg 
 
(1 r) se obtiene, 1 = 1g c — t lg (1 + r); que nos sirve para 
 
hallar el capital primitivo, conocido el capital acumulado, el tiempo 
 
y el tanto por uno: si en la fórmula (2) restamos Ig c, y dividimos 
 
el resultado por lg (i + r) se obtiene, t = lg ( I +)c ; que nos  
sirve para encontrar el tiempo necesario para que un capital á un 
 
tanto por uno dado dé un cierto capital acumulado; y por último 
 
si en la fórmula (2) restamos lg c, y dividimos el resultado por t se 
 
obtiene, lg (i + r) = Ig C t 	 Ig c , que nos sirve para hallar el tanto 
 
por uno á que hay que imponer un capital para que dé un cierto 
 
capital acumulado durante un tiempo dado.  
EJEMPLO. ¿En qué cantidad se convertirá 3200 pesetas al 
 
6 por ciento en 8-a" os, á interés compuesto? Aplicando la fórmula 
 
(2) se obtiene, lg C-1g 3200 ± 8. 1g ( 1 - ^ 6 , ó bien log C= 
I 00 ) 
3'5051 + 8 X 0'0233  = 3'5o51+o'2o24 =3'7°73, y  por tanto  
C=5 099. 
EsCOLIO. En los asuntos comerciales no se acostumbra á usar  
la fórmula (1) cuando el tiempo es su número fraccionario de años  
pues si la fracción de año es pura, se aplica el interés simple, y  
si es espúria se halla el número exacto de años por la fórmula (1),  
y la fracción pura resultante por la fórmula del interés simple:  
de suerte que si t fuese igual al número entero t' y la fracción  
pura m 
 el valor de C se hallaría en la forma siguiente  
m 
C— C(I +r)t Lc(I+r)t' XrxIOOX n 	 r m _.	 T" 	 I00 	 - C (1 .^ r )t • ^ I •^- Il 
• 
íi 
-3 89- 
395. ANUALIDAD, es la cantidad constante que se entrega ó 
percibe cada año, para extinguir una deuda con sus intereses com-
puestos en un número determinado de años, ó para al fin de ellos 
recibirlas todas con sus intereses compuestos. Existen pues, dos 
clases de anualidades las denominadas de amortización, que se 
emplean para la extinción de deudas ó empréstitos: y las que se 
llaman de capitalización, que se emplean para la acumulación de 
capitales, como sucede en las cajas llamadas de ahorros. 
Para obtener la fórmula que resuelva las cuestiones relativas 
á la anualidad de amortización, llamaremos C al capital cuya 
amortización deseamos, t al número de años en que hemos de 
amortizar C, a á la anualidad y r al tanto por uno de interés 
anual: en cuyo caso el capital que tenemos que amortizar se 
gún la fórmula del interés compuesto será C (I + r)t pagando 
a cada añó; más si observamos que la primera anualidad que se 
paga no ha estado en poder del que ha percibido el capital mas 
que un año, al entregarla no solo paga a sinó sus intereses com-
puestos durante t—i años, es decir, a (I -+- r)' - ', por la misma 
razón la segunda anualidad que se entrega amortiza, a (I +r)' -= 
y así sucesivamente hasta la última que solo amortiza a : pero las 
cantidades entregadas son la suma de los términos de la progresión 
geométrica creciente a : a (I + r) : a (I r)a   : a (1+r)'-I, 
cuya razón es I +r que sabemos por la lección anterior es igual á 
a (1 +r)'—a luego se verificará la igualdad siguiente 
a ( I
-
F r)'
—a 
::-- 
C ( I
'"f" r)t 
De la cual multiplicando por r y sacando factor común á a se 
tiene, a [ (I+r)t — I I = Cr (I+r)t, y dividiendo por (I-1-r)t-1 
Cr(I+r)' 
a = 	
 (3) (I +r)'—I 
Fórmula que resuelve el problema de hallar la anualidad de amor-
tización, y todas las demás cuestiones; puesto que sabemos se 
pueden encontrar cualquiera de las cuatro cantidades C, t, a, r, 
cuando se conocen las otras tres. 
EJEMPLO. Qué anualidnd se debe satisfacer para amortizar 
en 7  años al 8 por ioo una deuda de 250000 pesetas? Apli- 
1 
r 
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cando la fórmula (3) se tiene, a 25000o x o'o8 x 1'oS' 1'o8' —1 	 , y  apli- 
cando los logaritmos, Iga = lg 250000 ± lg 0'08 + 7 lg, t'o8 -{- 
clg (1'07 7  — 1) de donde lga = 5'3979 + 2  9542  + 0 ' 2 33 8 + 
o't469 = 4' 73 28 , y por tanto, a = 5405o. 
Para deducir la fórmula que resuelva las cuestiones relativas 
á la anualidad de capitalización, llamaremos como en el caso 
anterior a á la anualidad, r al tanto por uno de interés anual, y t 
el número de años, debiendo observar aquí como allí que por la 
primera anualidad que se entrega se debe percibir, a (t ± r)t, por 
la segunda a (t + r) t- 1 , y así sucesivamente y por la última, 
a (t ± r), y al retirarlas todas después de t años debernos de 
percibir la suma de los términos de la progresión creciente, 
cuya razón es (t ± r), que sigue 
-a(t f r): a(t-{-r) 2 a(1-}-r) 3 : 	  : a (t -i  -r)t 
La suma de los términos de esta progresión como ya sabe- 
a(1 +r)tt1
—a(1+r) 
mos es, si la representamos por A — 	  
y sacando factor común á a (1 + r) se obtiene 
a (1+r) [ (1 +r) t-1 } 
Fórmula que resuelve el problema de hallar el capital que se 
acumula con la anualidad de capitalización, y todas las demás 
cuestiones; puesto que se pueden encontrar cualquiera de las 
cuatro cantidades A, t, a, r, cuando se conocen las otras tres. 
EJEMPLO. ¿Qué capital acumularía en 12 años un individuo 
que impusiera todos los años 25o pesetas en la caja de ahorros 
que abona el 4 por too? Aplicando la fórmula (4) se tiene, 
A = 250 + 1 ' 04 + (1 ' 04 14 — 1) 
	
 , y tomando los logaritmos 0'04 
lgct 	 lg 2 5o + lg 1'04 ± lg (1'04 12 — 1) -+-- clg o' o4, de donde 
lgct = 2' 3979 + o'ot70+ 1'7782 + 1 '3979 = 3'59 10 , 
y A = 3899. 
396. Rentas vitalicias, son las anualidades que cobran durante 
su vida, los giie- 
 iu ponen un capital en una de las sociedades lla-
madas de seguros sobre la vida, d fin de que á su fallecimiento 
quede extinguida su imposición respectiva. 
A - (4) 
..1.1111 
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Todas las cuestiones de rentas vitalicias se resuelven por la 
fórmula (3) reemplazando á C por la imposición, á r por el tanto 
por uno correspondiente al tanto por ciento que la sociedad tenga 
establecido, y á t por el número de años de vida probable del 
imponente. 
VIDA PROBABLE DE UNA PERSONA, es el tiempo que falta 
para que mueran la mitad de los de su edad. En cada nación hay 
tablas de probabilidad de la vida humana, formadas mediante los 
datos estadísticos recogidos al efecto; en la nuestra tenemos las 
del sabio académico D. Miguel Merino, que publicamos al fin de 
la Aritmética. 
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LIBRO V. 
Teoría del orden 
CAPITULO PRIMERO. 
Combinatoria. 
LECCIÓN 56.' 
Coordinaciones y permutaciones. 
397. La teoría del orden es tan esencial en él estudio de la 
Aritmética en su aspecto general, que sin ella si bien habríamos 
estudiado el número en cuanto á su determinación, ya proviniese 
de la operación de contar ya de la de medir, nos faltaría conside-
rarle en cuanto á su coordinación, y por tanto estudiaríamos solo 
los números cardinales y partitivos, dejando de estudiar los ordi-
nales; por tanto: la teoría del orden tiene por objeto, determinar 
leyes mediante las cuales podamos disponer los elementos de un todo 
según nos convenga, formar nuevos todos parciales por las agrupa-
ciones que puedan hacerse con esos elementos, y encontrar la ma-
nera de enlazarse y depender estos todos parciales y los elementos 
entre sí. 
El fundamento de esta teoría es: la combinatoria, que se ocupa 
de formar los grupos posibles con varios elementos dados, y dedu-
cir reglas que nos enseñen la manera de formarlos y de calcular 
- su número. Las partes principales de la combinatoria, son las coor-
dinaciones ó arreglos, las permutaciones, y las combinaciones, de 
que nos vamos á ocupar. 
398. COORDINACIONES, son los grupos que pueden formarse 
con varios elementos, de modo que entre igual número de ellos en 
cada grupo y que solo se diferencien en un elemento ó en la manera 
de estar colocados. Así, todas las palabras de cuatro letras, que 
pueden formarse con las 25 letras de nuestro alfabeto, son todas 
las coordinaciones de estas 25 letras, tomadas 4 á 4 siempre que 
cada letra entre una sola vez en cada palabra. 
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399. I,as coordinaciones se llaman monarias, cuando constan 
sólo de un elemento, binarias, si constan de dos, ternarias de 
tres, y en general de orden n ó enésimo si constan de n elementos. 
Se representan cl número de coordinaciones ó arreglos de un cierto 
órden por el símbolo A „ en el que m expresa el número de ele-
mentos que se coordinan, y n el número de los que entran en cada 
coordinación. 
400. Es evidente, segun la definición, que las coordinaciones 
de primer orden ó monarias de varios elementos se obtendrán sin 
más' que colocar separadamente cada uno de dichos elementos. 
Así las coordinaciones de primer órden de 4 elementos, que repre-
sentaremos por las cuatro primeras letras de nuestro alfabeto, 
serán; a, b, c, d.—Claro está, que si deseáramos formar las coor-
dinaciones de segundo órden ó binarias con los mismos elementos, 
nos bastaría colocar á la derecha de cada coordinación monaria, 
uno á uno, todos los elementos que no entran en ellla: en la forma 
siguiente 
ab,  a c, ad 	 Para formar con los mismos elementos 
b a , b c , bd  las coordinaciones ternarias, se colocará á la derecha de cada coordinación binaria, uno á 
ca,  c b , c d uno todos los elementos que no entren en 
da, db, d e ella: en la forma siguiente: 
abc, abd, acb, acd, adb, adc 
bac, bad, bca, bed, bda, bdc 
cab, cad, cba, cbd, cda, cdb 
dab, clac, dba, dbc, dca, dcb 
Como haríamos el 
mismo razonamiento 
para los demás ór-
denes cualquiera que 
  
sea el número de elementos que se nos dé I , tendremos eviden-
temente la siguiente: 
REGLA PARA FORMAR LAS COORDINACIONES DE UN ORDEN 
CUALQUIERA CON VARIOS ELEMENTOS. Se coloca á la derecha de 
cada coordinación del orden anterior, uno á uno, los eleurentas que 
no entren en ella. 
EJEMPLO. Formar las coordinaciones de órdenes posibles con 
las tres cifras I , 4 , 7 . Aplicando la regla tendremos: 
De I."r orden I, 4, î, 
De 2.° 1 4, 17, 4 1 , 47, 7 1, 74. 
De 3.° 1 47, 
 
1 74, 4 1 7, 47 1 , 7 1 4 , 741. 
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hUl . Según la regla que concluimos de dar, claro está, que 
si conociésemos el número de coordinaciones de un orden cual-
quiera, para conocer el número de coordinaciones del orden in-
mediato superior de los mismos elementos, nos bastaría multi-
plicar el número de las coordinaciones de orden inferior por la 
diferencia entre el número de elementos y el que expresa el orden 
que se nos dá conocido; una vez que, si para fijar las ideas supo-
nemos, que el número de elementos es m, y el orden de las coordi-
naciones cuyo número conocemos n — i , — que según la notación 
adoptada representaríamos por A  ^-` — el número de las coor- 
dinaciones del orden n, que es el inmediato superior, sería 
A 
 n--1  ( m—n -E- 1); puesto que cada coordinación del orden n—I 
n- daría lugar á m -- n -}- I , y las A -I a 
luego según la notación adoptada se tiene 
11 	 n 	 n--t 	 1 n--i 
^i = 	 [m_ (n—I)] =A1 
	
(m—n± Il (I) 
m 	 11 
Ahora bien, el número de coordinaciones monarias de m ele- 
mentos es evidente m, ó lo que es lo mismo I 1 = ni; pero por m 
la fórmula (I) conociendo A 1, se conoce A ` , conocido este se 
m 	 m 
conoce A 3 y así sucesivamente, luego dando á n los valores 
I , 2 , 3, 	  n, en la fórmula (I) tendremos: 
A,;, = ^n 	 Fórmulas que multiplicadas entre sí nos dán A na = An; (111-1) An( X Al  X A, .... X A;; = tn X Am (n—i) 
A^I 3 =An (m-3) m 
1 ('^- ^; 1 ) m— m 
REGLA PARA CALCULAR EL NI`31ERO DE COORDINACIONES 
DE UN ORDEN CUALQUIERA DE VARIOS ELEMENTOS. Se restan del 
número total de elementos, sucesivamente los números enteros de la 
serie natural, desde cero hasta el que designa el orden de la coordi-
nación menos uno, los números así encontrados se multiplican entre 
cí y el resultado será el número que se pide. 
n- 
 
X A, (m-2) X An, (m
-3) 	 X A:,--1 (m—n-1 - I ) 
y suprimiendo los factores comunes á los dos 
miembros 
A,;=m(m—I)(m-2) 
	 (m — n -}- I). (2) 
Fórmula que traducida al lenguaje vulgar nos 
da la siguiente: 
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EJEMPLO. Calcular cuantos números menores que I000 se pue-
den formar con las cifras 3, 5, 6, 9. Como para que los números 
sean menores que I000, tienen que tener menos de cuatro cifras: 
los números que se piden serán las coordinaciones monarias, las 
binarias y las ternarias que puedan formarse con las cifras dadas 
cuyo número aplicando la regla será' el siguiente: A,' = 4, A,' = 
4 X3 , Ai = 4 X 3 X 2; luego el número total será, A, -E- A,; -- I- A,s 
= 4+4X 3 ±4 X3X 2 —4± 12 + 24=40• 
402. PERMUTACIONES, son las coordinaciones en que entran 
todos los elementos, es decir, los grupos que pueden formarse con 
varios elementos, de modo que entren todos los elementos en cada 
grupo y que solo se diferencien en la manera de estar colocados. 
Así, todos los cambios de orden que pueden efectuarse con los 
factores de un producto, son las permutaciones que pueden ha-
cerse con los factores dados. 
403. Las permutaciones reciben las mismas denominaciones 
de monarias, binarias y en general del orden n ó enésimo, segun 
el número de elementos, que las coordinaciones. Se representan, 
el número de permutaciones de un cierto orden por el símbolo Pn, 
en el que n expresa tanto el número de elementos que se permutan 
como el orden de la permutación. 
404. Es evidente, segun la definición, que un elemento forma 
una sola permutación, pudiendo representar por a lo mismo el ele-
mento que la permutación. Si los elementos son dos, admiten dos 
mañeras de colocación; pues se puede colocar el segundo elemento 
á la derecha y á la izquierda del primero, de modo que si repre-
sentamos los elementos por a, b, tendríamos las dos permutacio-
nes, ab, ba. Para formar las permutaciones ternarias de tres ele. 
mentos a, b, c, se escribe el tercer elemento en todos los lugares 
posibles de cada permutación binaria: resultando de las dos permu-
taciones binarias ab, ba, las ternarias siguientes. 
a b c, a c b, c a b 	 Para formar las permutaciones cuaternarias 
bac,bca,cba de cuatro elementos a, b, c, d, se escribe el 
cuarto elemento en todos los lugares posibles de cada permutación 
ternaria, en esta forma 
abed, abdc, adbc, dabs, acbd, acdb, adcb, dacb, cabd, cadb, 
cadb, cdab, dcab, bacd, badc, bdac, dbac, bead, bcda, bdca, dbca, 
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cbad, cdba, dcba. Como haríamos el mismo razonamiento para 
los demás órdenes, tendremos evidentemente la siguiente. 
REGLA PARA FORMAR LAS PERMUTACIONES DE UN ORDEN 
CUALQUIERA. Se coloca el nuevo elemento en todos los lugares posi-
bies de cada permutación del orden inmediato inferior. 
EJEMPLO. Formar las permutaciones de las tres cifras I, 4, 7. 
Aplicando la regla tendremos: 
De primer orden 1. De segundo orden 14, 41. De tercer orden 
1 47, 1 74, 7 1 4, 4 1 7, 47 1 , 74 1 . 
405. Segun la regla que concluimos de dar, claro está, que 
si conociésemos el número de permutaciones de un orden para co-
nocer las del orden inmediato superior, nos bastaría multiplicar el 
número de las permutaciones que nos dan por el número que ex-
presa el orden que se nos pide; una vez que, si para fijar las ideas 
suponemos que el número de permutaciones que se nos piden son 
las del orden n , conocido el de las del órden n-1, tendríamos que 
cada permutación del orden n —I , daría lugar á n permutaciones 
del orden n; puesto que los lugares posibles que podrá ocupar el 
nuevo elemento son n: luego según la notación adoptada se tiene 
P„ = P„-1 X n (3). 
Ahora bien, el número de permutaciones de primer orden es 
evidentemente 1 , ó lo que es lo mismo P l = 1; pero por la fór-
mula (3) conociendo P 1 , se conoce P2 , conociendo éste se cono-
ce P3 , y así sucesivamente, luego dando á n los valores 1, 2, 3.... n, 
en la fórmula (3) tendremos: 
Fórmulas que multiplicadas entre sí nos dan 
P2 =P1 )(2 
P3 = P2 X 3 
P 1 XP2XP3 X 	 X P„ = 1 XP iX2XP 1 X 3 X 	 X 
P„_, 1 ” ,x" y suponiendo los factores comunes á los 
dos miembros 
  
P„= IX2X3X 
	 Xn(4) 
Fórmula que traducida al lenguaje vulgar nos 
P.  — P„—, X „ dá la siguiente: 
REGLA PARA CALCULAR EL N1 MERO DE PERMUTACIONES 
DE UN ORDEN CUALQUIERA. Se multiplican entre sí todos los nú-
meros enteros, desde i hasta el que indica el orden de la  per-
mutación. 
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EJEMPLO. Calcular el número de colocaciones diferentes que 
pueden tener 24 alumnos en una clase. Aplicando la regla ten-
dríamos, P24 = I . 2  24=24! (35 0 ) y efectuando el producto, 
P24.= 620448401733239439360000. 
406. La fórmula (2) la podemos expresar mediante la anota-
ción abreviada (35o) sin más que multiplicar y dividir su segundo 
miembro por (m—n) !, obteniendo así dicha fórmula transformada 
en la siguiente fórmula 
n` n (m-1) (m-2) ... (m—n .4- t ) (m—n) 
m (m—n) ! 
Escollo. Como los diferentes elementos pueden representarse 
por diferentes números y letras ó bien por una misma letra con 
exponentes, índices y subíndices; de aquí se deduce que las coor-
dinaciones y permutaciones pueden verificarse también entre los 
exponentes, índices y subíndices de una misma letra. 
LECCIÓN 57.' 
Combinaciones. 
407. COMBINACIONES, son las coordinaciones que se diferen-
cian en un elemento, es decir, los grupos que pueden formarse con 
varios elementos, de modo que entre igual número de ellos en cada 
grupo y que solo se diferencien en un elemento. Así, todos los pro-
ductos diferentes que pueden formarse con cinco números tomados 
cuatro á cuatro, son las combinaciones de estos cinco factores 
tomados cuatro á cuatro. 
408. Las combinaciones reciben el mismo nombre de, ,nona-
rias, binarias, y en general del orden n ó enésimo, segun el nú-
mero de elementos, que las coordinaciones. Se representan , el nú-
mero de combinaciones de un cierto orden por el símbolo C,,,", en 
el que m expresa el número de elementos que se combinan, y n el 
número de los que entran en cada combinación. 
409. Es evidente, segun la definición, que las combinaciones 
de primer orden ó monarias de varios elementos, se obtienen como 
las coordinaciones colocando separadamente cada uno de dichos 
m ! 
_ 	
 
	
(m—n)! 	 (5) 
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elementos. Así las combinaciones de 4 elementos, que representa-
remos por las cuatro primeras letras de nuestro alfabeto , serán; 
a, b, c, d.--Claro está que si deseáramos formar las combinacio-
nes de segundo orden ó binarias con los mismos elementos, nos 
bastaría, considerando representados como antes los elementos, 
colocar á la derecha de cada combinación monaria, uno á uno 
todos los elementos que siguen en el orden alfabético: en la si-
guiente forma: ab, ac, ad, , be, bd, , cd.— Para formar con los 
mismos elementos, las combinaciones ternarias, se colocará á la 
derecha de cada combinación binaria, uno á uno, todos los ele-
mentos que siguen en el orden alfabético al último de cada com-
binación binaria: en la forma siguiente: 
abc, abd 
acd 
bcd 
Como haríamos el mismo razonamiento para los 
demás órdenes cualquiera que sea el número de 
elementos que se nos den tendremos evidente- 
  
mente la siguiente : 
REGLA PARA FORMAR LAS COMBINACIONES DE UN ORDEN 
CUALQUIERA CON VARIOS ELEMENTOS. Se colocan á la derecha 
de cada combinación del órden anterior, uno á uno, los elementos 
que sigan al último, en el orden alfabético íz otro cualquiera. 
EJEMPLO. Formar las combinaciones de las tres cifras, 1, 4, 7. 
Aplicando la regla tendremos: 
De primer orden, 
	 I , 	 4, 
De segundo orden 1.4, 
	 I . 
De 	 tercer orden 
	 1.4 . 7 
7 
7 , 4.7 
410. Segun la regla que concluimos de dar, claro está, que si 
conociésemos el número de combinaciones de un orden cualquiera, 
para conocer el de combinaciones del orden inmediato superior de 
los mismos elementos, nos bastaría multiplicar el número de las 
combinaciones del orden inferior por el cociente de dividir la dife-
rencia entre el número de elementos y el que expresa el orden 
de la combinación conocido, por el que expresa el orden de la 
combinación que deseamos; una vez que, si para fijar las ideas 
suponemos, que el número de elementos es m, y el orden de las 
combinaciones cuyo número conocemos n — I, el número de las 
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combinaciones del orden inmediato superior , que es n, sería 
 
n- 1 m—u t t 
	
 ; puesto que cada combinación del orden n — 
 I 
m- 	 n•-) 
	 n-1 
"""ti 
 daría lugar á -- 	 nnj-)  - y las C,,, 	 á C m 	
 : luego según  
la notación adoptada se tiene 
 
C m" =  C n-1 m—tjt (6) 
Ahora bien, el número de combinaciones monarias de m ele-
mentos es evidente m, ó lo que es lo mismo C, 1 , 1 — m, pero por 
la fórmula (6) conociendo Cm ', se conoce C n,2 , conociendo éste se 
conoce Cm.' 
 y así sucesivamente, luego dando á n los valores 
I , 2 , 3 ,   , n, en la fórmula (6) tendremos: 
m —n t 1 
m — m 
:,•> f, 1:1 
REGLA PARA CALCULAR EL NÚMERO DE COMBINACIONES DE  
UN ORDEN CUALQUIERA DE VARIOS ELEMENTOS. Se restan del 
número total de elementos sucesivamente los números enteros de la  
serie natural, desde cero hasta el que designa el orden de la combi-  
nación menos uno, los números así encontrados se multiplican entre  
si, el producto se divide por el de la serie natural de los números  
hasta el que designe el orden de la combinación y el resultado sera  
el número que se pide. 
 
EJEMPLO. ¿ Cuántos ambos, ternos, cuaternos y quinternos 
pueden formarse con los 90 números de la lotería primitiva? Apli-
cando la regla se tendrá: 
ox8 83 
Ambos, C3,)2— 90 89 	
3_ 99)( 
2 	
—45X 89=4^>; Ternos Cros= 
9 
2. 
Fórmulas que multiplicadas entre sí nos dan 
	
Cm x C,n i< C m >< 	  i< crn = In x 
C 1m-1 ><c 2 m
-2_ X.••• ><C1,--1 m—nN m' 	 m 5 
 
y suprimiendo los factores comunes á los dos 
miembros 
Cuk"— 
m(m, i ¡ (m-2) .... (m—ntI) 
	
.... 	
(7) o  bien 
. 2.5. 	 „ 
m ' 
	
 transformada. 
n ! (m--n) !  
Fórmula que traducida al lenguaje vulgar 
 nos dá la siguiente 
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— 9ox89x88x87  
_ 117480;  Cuaternos, C 904   = 2 5  55190  ; Quinter- 
2 . 3- 4 
nos C 6 = 
90.89.88.87.86 
9 
	
= 43949268. 
2 .3.45 
ESCOLIOS. I. °  Que como el número de combinaciones es esen-
cialmente entero, la fórmula (7) nos dice: que el producto de n fac-
tores consecutivos, es divisible por el producto de los n números 
primeros. 
2.° Que como el numerador de la fórmula (7) es A,n, y el deno-
minador P,,, se puede escribir esa fórmula del siguiente modo, C: = 
A", 
- ° , la cual nos dice: que el número, de combinaciones de un orden 
cualquiera de varios elementos, es igual al número de coordinacio-
nes del mismo orden dividido por el número de permutaciones de 
tantos elementos como indique el orden de la combinación. 
3.° Que la fórmula (7) nos dá como números combinatorios los 
coeficientes binómicos, que según sabemos (350), además de la 
forma factorial 
n ! (m 1 n) ! puede representarse por la forma 
m 	
m 	
, cuya igualdad nos dice: que el número de 
—n) 
combinaciones del orden n de m elementos, es igual al de combi-
naciones del orden m— n. Esto nos sirve para calcular con más 
brevedad las combinaciones cuyo orden sea mayor que la mitad 
de los elementos que se combinen. 
EJEMPLO. Si quisiéramos calcular las combinaciones quinarias 
de ocho elementos nos bastaría calcular las combinaciones del 
orden 8 — 5 = 3 , cuyo cálculo es más breve: así, C8 5 = C83 
8.7.6. 
	 8. 7.6.5.4. 
 2 3 
	  
.=56 ; com probación C8 6 	 2 . 3. 4. 5 • _ 56. 
411. Fundándonos en que el número de combinaciones de un 
orden cualquiera tiene que ser esencialmente entero, hemos esta-
blecido que el producto de n factores consecutivos era divisible 
por el producto de los n números primeros : podemos establecer 
esta propiedad independientemente de las combinaciones en la 
forma siguiente. Representemos el producto de m factores con-
secutivos por (m t) (m±2) (m± 3)  (m -{- n), si lo dividimos 
—por n ! podemos transformar el cociente del siguiente modo: 
(m+1)(m+2)....(m+n) 
	 (In +1)(m+2).... (m+n-1) 	 m  
ni 	 (n-1)! 
	 " ' 
(in +t) (in +2,...(m+n-1) 
	 m 	 (m-+-1) (in + 2).... (m+n—i) 
°-1)! 	 C t+ ) 	 (n-1)! 
m (m + 1) (m +2).... 
  (m + n-1) 
	  Esta expresión nos dá la ex- 
presión primitiva descompuesta en dos sumandos, de los cuales, 
cl primero tiene la forma primitiva con un factor menos y cada uno 
con una unidad menos: ahora bien, si cl primer sumando es un 
número entero, el resto de la división indicada en el primer miem-
bro, será el mismo que el resto de la división indicada en el se-
gundo sumando, es decir, que si el producto de n—i factores 
consecutivos es divisible por los n—i números primeros, el resto 
de la división de (in ± i) (in ± 2) .... (n n) por n!, será el mismo 
que el de la división de m (m -{- i) (in ± 2) (m + n—i) por n!; 
de donde se deduce, que si la divisibilidad se verifica para n—t 
factores, el resto de la división no cambia aunque se disminuya á 
cada factor en una unidad: como este razonamiento podemos re-
petirlo cuantas veces necesitemos, se comprende que tampoco 
cambiará el resto cuando cada factor disminuya 2 , 3 , .... 1n uni-
dades, en cuyo último caso se transforma el numerador en un pro-
ducto idéntico al denominador; por tanto, si el producto de n—i 
factores consecutivos es divisible por el producto de los n—i pri-
meros números, también el producto de n factores consecutivos 
será divisible por el producto de los n primeros números, y como 
el producto de dos factores consecutivos, es necesariamente par ü 
divisible por el producto de los dos primeros números, queda de-
mostrado lo que nos proponíamos. 
ESCOLIO. Hemos visto en la teoría de la divisibilidad, como 
en el caso que concluimos de demostrar, que hay números que 
divididos por otro nos dán un mismo resto: á los números que 
cumplen con esa condición se les llama números congruentes con 
respecto al número por quien se dividen, que se le dá el nombre 
de módulo, y se acostumbra á representar esa propiedad mediante 
un signo parecido al de igualdad que es el siguiente . Así, los 
números 12 y 17 que divididos por 5 nos dán el mismo resto 2, 
36 
-402- r--------  son congruentes respecto al módulo cinco, y esta propiedad se 
expresa mediante la congruencia, 12 = 17 (mod. 5). La teoría 
de las congruencias forma una parte muy importante de la teoría 
de los números, por lo que no podemos ocuparnos de ella. 
112. La teoría del orden tiene su completo desarrollo, como 
es lógico, en la teoría de los números y en ella se trata con toda 
extensión sus diferentes partes, como son: todas las transforma-
ciones de las coordinaciones, permutaciones, y combinaciones, así 
como el desarrollo de sus fórmulas y discusión de las mismas; las 
coordinaciones, permutaciones y combinaciones con repetición, 
deduciendo como fórmulas respectivas RA," " = ,,, ", RP,,, = n" , 
RC,„ "=:: On + n--')1 • las permanencias, inversiones y sustituciones, 
nl (m-1)1 ' 
entendiéndose por permanencia ó sucesión cuando dos elementos 
están colocados, en una coordinación, del mismo modo que en la 
coordinación tipo, y en caso contrario se llamará inversión, lla-
mándose sustitución la manera de pasar de una coordinación á 
otra del mismo orden y compuesta de los mismos elementos, que 
en el caso que sean sólo dos los elementos que se cambian de lu-
gar toma el nombre de transposición; como la notación de las 
sustituciones consiste en poner una encima de otra las coordina-
ciones que la componen encerradas dentro de un paréntesis, toman 
cl nombre de sustituciones circulares cuando se reemplaza cada 
elemento de la de abajo por el siguiente y el último por el pri- 
mero, en esta forma, (a2 a3 a4al; 	 y por último la permutación 
 1 2 3 a4 
por sus binomios, que no son otra cosa que las restas indicadas 
entre cada uno de los elementos y los que le preceden, y propor-
cionan medios para el cálculo de las inversiones, para la determi-
nación de su paridad, es decir, si las dos son pares ó impares, 
ó bien una par y otra impar; y los signos apropiados. De esta 
teoría han publicado en Valencia un excelente tratado los distin-
guidos matemáticos españoles Sres. Suárez y Gascó, seguido de 
un resumen en el que se circunscriben á lo puramente elemental, 
y al cual remitimos á nuestros lectores que deseen completar los 
conocimientos elementales sobre esta importante teoría, y sus 
aplicaciones. 
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CAPÍTULO IL 
Aplicaciones de la teoría del orden. 
LECCIÓN 58.' 
Nociones sobre las determinantes. 
13. DETERMINANTE, es el polinomio compuesto de los productos 
que se obtienen haciendo las permutaciones posibles con los índices 
de una expresión de la forma al b2 c3  
 u,,, teniendo cada término 
el signo ± á — , según que los índices formen un número par ó 
impar de inversiones. 
MATRIZ DE LA DETERMINANTE, es d cuadro que comprende 
todas las permutaciones de la forma al b2 e3  
 u„. Se representa 
encerrándole entre barras en la forma siguiente 
al b1 c1 	  u 1 
a2 b2 c2 	  u2 
a3 b3 c3 	  U3 
(I) 
a„ b„ c„ 
	  u1 
Los elementos de las permutaciones que constituyen el cuadro 
son también elementos de la matriz pudiendo ser representados 
médiante la notación numérica ó literal y tener el signo 
Cuando los elementos están colocados unos al lado de otros se 
dice que forman fila; y si están unos debajo de otros, columna: 
unas y otras constituyen las líneas de la matriz. Las líneas del 
mismo nombre se llaman homónimas, y las de distinto nombre 
heterónimas. 
Suma, diferencia, producto ó cociente de dos líneas de un 
mismo nombre, es la línea que se obtiene sumando, restando, mul-
tiplicando ó dividiendo los elementos de la misma manera coloca-
dos en aquellas. Multiplicar ó dividir una línea por una expresión, 
—404
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es multiplicar ó dividir cada uno de los elementos de la línea, por 
la expresión. Multiplicar una línea por — 1, es cambiar de signo á 
cada uno de los elementos de la línea y por tanto á la línea. 
Líneas iguales, son las que tienen iguales los elementos corres-
pondientes: y equivalentes si difieren solo en un factor común. 
Los elementos se fijan en sus líneas, contando de izquierda á 
derecha en las filas, y de arriba abajo en las columnas. 
Las matrices se dividen en cuadradas y rectangulares, según 
que tengan ó nó igual número de filas que de columnas. 
Orden de las matrices cuadradas-, es el número de elementos 
de cada lútea: siendo por tanto, el número total de elementos la 
segunda potencia del número de su orden. 
Diagonal  principal en las matrices cuadradas, es el conjunto 
de los elementos que van de la parte superior de la izquierda á la 
inferior de la derecha, y secundaria, el conjunto de los elementos 
que van de la parte superior de la derecha á la inferior de la iz-
quierda. 
Lineas con jugadas en las matrices cuadradas, son las líneas 
heterónimas que tienen el mismo número de orden: y á sus elemen-
tos correspondientes se les llama elementos conjugados. 
Las matrices pueden ser, semejantes, regulares, simétricas, 
pseudosimétricas y hemisimétricas: son semejantes si tienen el 
mismo número de filas y de columnas, y á las líneas y elementos 
que ocupan la misma posición se llaman líneas homólogas y ele-
mentos homólogos ; cuando las matrices son cuadradas se llaman 
regulares: son simétricas las cuadradas en que los elementos conju-
gados son idénticos: son pseudosimétricas las cuadradas en que 
cada elemento no principal es igual y de signo contrario á su con-
jugado:. son hemisimétricas las cuadradas en que cada uno de sus 
elementos es igual y de signo contrario á su conjugado. Las matri-
ces rectangulares que tienen más elementos en fila que en columna, 
se llaman horizontales y en caso contrario verticales. 
La notación general consiste en representar cada elemento 
por una letra y encerrarlos entre dos barras: y la ordenada, que es 
la más conveniente, consiste en representar cada elemento por una 
letra con un índice, de modo que cada índice fije el orden de las 
filas y cada letra el orden de las columnas, y encerrarlos entre 
IlL 
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dos barras. Esta es la que hemos adoptado en el cuadro (i), que 
se abrevia mediante la diagonal principal entre paréntesis ó prece-
diéndola de la letra con el doble signo ±, en esta forma: 
(al b2 e3 	
 u„), 	 ± a l b2 c3 	
 u„ que se llama término 
general. 
Grado de la determinante, es el número que expresa cl 
orden de su matriz. 
Determinantes menores, son las obtenidas suprimiendo en la 
matriz de la determinante primitiva el mismo número de filas que 
de columnas. El número de pares de líneas suprimidas en la ma-
triz de la determinante primitiva ó completa dá nombre á las me-
nores, y el número de las conservadas fija cl orden de las mismas. 
Así, son primeras menores las que se obtienen por la supresión de 
una fila y una columna, y pertenecen al orden de la matriz com-
pleta menos uno; son segundas si se suprimen dos filas y dos 
columnas, siendo su orden el de la completa menos dos, y asi suce-
sivamente. Una primera menor se representa por D x siendo x el 
indicador de la columna suprimida y z el de la fila: en general sc 
ponen por sub-indices á la inicial D, los elementos comunes á las 
lineas suprimidas. 
Si queremos calcular el número de menores de un orden cual-
quiera n que pueden derivarse de una matriz completa de orden 
m, basta tener en cuenta que las m filas de la matriz propuesta 
dan lugar á C,,;' =— n,= combinaciones enésimas de filas, ori- n! km— n ; ! 
ginando 
nl 
(m! 
 n)! matrices horizontales rectangulares, cada una de 
in las cuales enjendra por combinación de columnas, - dm s n,! matri- 
ces cuadradas de orden n; una vez que si de una matriz rectangu-
lar horizontal con m elementos en cada fila y n en cada columna, 
se suprimen m—n columnas, quedará una matriz cuadrada dcl 
orden n; y como la supresión de verticales puede efectuarse de 
varias maneras, cada una de ellas dará lugar á una matriz cua-
drada diferente: de modo que serán tantas como combinaciones se 
pueden formar con m elementos tomados n á n. Por tanto, el nu 
mero M de menores de orden n que pueden formarse de una ma- 
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triz de orden m es, el cuadrado del número de combinaciones ene- 
( m! \2  
simas del m elementos, y se expresa: M,,," 
=\nI (m —nll ^ , de cuya 
fórmula general se deducen las correspondientes á las determinan-
tes menores de un orden cualquiera sin más que dar á n y m todos 
los valores 1, 2, 3, hasta n y m respectivamente. 
Menor principal, es aquella cuya diagonal principal está 
constituida por elementos principales de la completa. 
Menores conjugadas,  son las que los elementos principales de 
la una son conjugados de sus correspondientes en la otra. 
Menores complementarias, son las que en los elementos prin-
cipales de la una aparecen todos los indicadores de la completa 
que faltan en la otra: ó lo que es lo mismo si cada una resulta de 
suprimir en la completa las filas y columnas que concurren á la 
formación de la otra. 
Característica, es la expresión simbólica que fija el signo 
correspondiente á un término, ó bien á una determinante ó á una 
menor, sc representa por (—Ir, siendo x la suma de inversiones 
del término, ó del término general ya en la completa ó en la 
menor. Cuando una menor lleva característica se llama literal. Com-
plemento literal de una menor, es la menor literal complementaria. 
Como á los elementos de matriz se les puede considerar como nie• 
nores de primer orden, habrá tambien complemento literal de ele-
mento. 
114. Desarrollar una determinante', es obtener todos sus tér-
minos. Los términos de una determinante son pares ó de i.a clase 
si llevan el signo más , é impares ó de 2. 2 clase si llevan cl signo 
menos; en cl desarrollo de toda determinante el número de térmi-
nos pares es igual al de impares. 
Para efectuar el desarrollo de una determinante, se permutan 
los índices del término general, ó las letras, 6 los elementos. Por 
tanto el número de términos del desarrollo de una determinante, 
es igual al de permutaciones que pueden hacerse con los índices ó 
con las letras de su término general, de modo que si el término 
general consta de n elementos, la determinante tendrá en su des-
arrollo n! términos. 
Como el producto de dos menores complementarias es un 
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polinomio homogéneo y de grado igual al de la determinante 
completa, cada término será igual en valor absoluto y signo á 
alguno de los de la completa , teniendo siempre menos términos 
que esta: además como el producto literal de varios elementos de 
determinante tomados en filas y columnas diferentes, multipli-
cado por su complemento literal es una parte de la determinante 
completa, y una determinante cualquiera equivale á la suma de 
productos de todas las menores comprendidas en una matriz rec-
tangular formada con varias de estas lineas homónimas, por sus 
correspondientes complementos literales. Se deduce que puede des-
arrollarse una determinante cualquiera en suma de productos de 
menores complementarias: para lo cual basta separar de la matriz 
completa filas ó columnas, derivar de la matriz rectangular for-
mada por ellas todas las menores cuadradas posibles, y el pro-
ducto de cada una de estas por su respectivo complemento literal 
dará los términos de la suma. 
415. De una determinante pueden derivarse otras varias por 
distintos medios, mereciendo especial mención las transmutadas 
que enjendran determinantes con términos que tienen el mismo 
valor absoluto que los de la propuesta, y los mismos ó contrarios 
signos. Cuando de una determinante se deduce otra idéntica á la 
primera, se dice que está transmutada con ±; y si los términos 
aunque iguales tienen distinto signo, se dice que está transmutada 
con —. 
Característica de una transmutada, es el factor por quien hay 
que multiplicar la determinante primitiva para obtener la derivada. 
El desarrollo de una determinante, permutando los índices sin 
variar las letras, ó las letras sin variar los índices: nos dice que 
las filas y columnas de una determinante pueden sustituirse mú-
tuamente subsistiendo la misma determinante. 
Cuando en una determinante cambian de lugar dos líneas 
homónimas, se efectúa una transposición entre dichas líneas, con-
servando la determinante el mi,:no valor pero con distinto signo. 
Si esto se repite la determi. ante no varía. 
Cuando se coloca la i.a línea de una determinante detrás de 
todas ó algunas de sus homónimas, se verificará una sustitución 
circular entre las líneas permutadas, y la determinante tendrá cl 
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mismo valor con igual ó contrario signo que la primitiva, según 
que el número de líneas permutadas circularmente sea impar ó par. 
Cuando en una determinante pasa una línea sobre las que la 
preceden viniendo á ocupar el primer lugar se verifica una susti-
tución circular inversa entre las líneas permutadas; y la determi-
nante tendrá el mismo valor con igual ó contrario signo que la 
primitiva, según que la línea antepuesta sea de orden impar ó par. 
Cuando se disponen las columnas de una determinante de 
manera que la sucesión sea por completo inversa respecto á la 
primitiva, se verificará un cambio recíproco de diagonales; y la 
determinante tendrá el mismo valor con igual contrario signo 
que la primitiva, según que la mitad entera del número de orden 
sea par ó impar. Si esto se hace con filas y columnas á la vez la 
determinante no varía. 
Cuando á los elementos de una línea cualquiera de una de-
terminante se les suma ó resta la misma expresión, la determi-
nante resultante equivale á la suma ó diferencia de dos determi-
nantes, una la primitiva, y otra que difiere de ella en que los 
elementos de la línea modificada están reemplazados por el su-
mando ó sustraendo introducido. 
Cuando en una determinante se multiplican ó dividen todos 
los elementos de una línea por una expresión cualquiera, la deter. 
minante queda multiplicada ó dividida por la misma expresión. 
Cuando en una determinante una línea ó un número impar 
de líneas cambian de signo, la determinante cambia de signo, pero 
si cambian un número impar ó todos los elementos impares la 
determinante no varía. 
Cuando una determinante tenga nulos todos los elementos de 
una línea, dos líneas homónimas iguales, ó dos líneas homónimas 
equivalentes, será nula. 
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LECCIÓN 59.' 
Operaciones con matrices. 
416. Las operaciones con matrices tienen por objeto hallar 
una matriz cuya determinante sea igual al resultado que obten 
dríamos practicando la operación de que se trate con las determi-
nantes que correspondan á los datos. Como el estudio de las de-
terminantes en su completo desarrollo, ya hemos dicho, no es de 
este lugar: nos vamos á ocupar sólo de las operaciones funda-
mentales en los casos más sencillos. 
417. Si deseamos sumar dos matrices del mismo orden que 
sean iguales en todas sus líneas menos en una, nos bastará sumar 
las líneas diferentes y repetir las iguales (415). 
Como la combinación de sumas se verifica siempre como una 
simple suma: se sumarán varias matrices, que sólo difieren en una 
de sus líneas, sumando las líneas diferentes y repitiendo las 
iguales. 
418. Si deseamos restar dos matrices del mismo orden , que 
sean iguales en todas sus líneas menos en una, nos bastará restar 
las líneas diferentes y repetir las iguales. Cuando se nos presenten 
varias adiciones y sustracciones consecutivas no tendremos más 
que aplicar sucesivamente las reglas dadas para obtener el re-
sultado. 
COROLARIO. Como resultado de sumar y restar mat rices, 
existen determinantes cuyas matrices tienen lineas cuyos elemen-
tos son todos binomios y á tales líneas se las llama binomios, y 
líneas cuyos elementos sean todos polinomios de igual número de 
términos que se llaman, polinomios, llamándose irregulares, si el 
número de términos no es el mismo en cada elemento. Bien se 
comprende que toda matriz con línea binomia se puede descom-
poner en dos matrices sumandos, que se diferenciarán de la pro-
puesta en que cada elemento de la línea binomia está reemplazado 
por uno de los términos del binomio: del mismo modo toda matriz 
de linea polinomia, en tantas matrices como términos haya en cada 
elemento polinomio: y toda matriz con línea irregular, en tantas 
como términos haya en el elemento polinomio que tenga más. 
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419. Si deseamos multiplicar una matriz por un elemento bas-
tará multiplicar una de sus líneas por dicho elemento, (41 5) ó bien 
considerando á ese producto como el primer término del desarro. 
llo de una matriz del orden inmediato superior en el cual se hallan 
anulados los términos restantes por ser ceros los demás elementos 
de la línea á que se refiere el desarrollo, podemos decir que el 
producto de un elemento por una matriz puede expresarse, por 
otra matriz del orden inmediato superior, en la cual el primer ele-
mento.sea el factor, los otros elementos de la primera línea, sea 
fila á columna, ceros, y los de la primera columna ó fila arbitra. 
rios. Si en lugar de multiplicar una matriz por un elemento se de-
seara multiplicarla por varios, el producto se podría expresar por 
otra matriz de orden superior en la cual los elementos factores 
aparezcan antepuestos en prolongación de la diagonal principal, 
siendo nulos los elementos agrupados á un lado de la diagonal 
para. completar la matriz, y arbitrarios los introducidos en el lado 
opuesto. 
Si deseamos multiplicar dos matrices, teniendo en cuenta lo 
expuesto, se expresaría su producto por una matriz de orden igual 
á la suma de los órdenes de los factores, en la cual dichos factores 
aparezcan colocados como menores complementarias, siendo nulos 
los elementos que se agregan para completar la matriz á un lado 
de la diagonal principal, y arbitrarios los iptroducidos en el lado 
opuesto. Si fueran varias, la matriz producto sería de un orden 
igual á la suma de los órdenes de los factores, en la cual aparez-
can estos factores colocados de manera que sus diagonales princi-
pales constituyan la diagonal principal de ella, siendo nulos los 
elementos que completen la matriz por un lado de la diagonal, y 
arbitrarios los del otro lado. 
i20. Si deseamos dividir una matriz por un elemento, bastará 
dividir una de sus líneas por dicho elemento. Mas teniendo en 
cuenta lo expuesto en el caso análogo de la multiplicación, pode-
mos decir que: toda matriz que tenga una de sus líneas con un 
solo elemento efectivo, dividida por este elemento, dá por cociente 
la menor complementaria del divisor. Y de la misma manera para 
la división de matrices podemos decir que: el cociente de una ma-
triz que tenga un grupo de elementos nulos, por una de sus me- 
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nores adyacentes al grupo de elementos nulos, es igual á la otra 
menor adyacente complementaria de la que hace de divisor. 
121. LsCOLIOS. Hay que observar que de lo expuesto se de-
duce: 1.° que una matriz es descomponible en factores, siempre 
que tenga un grupo de elementos nulos, y cuadradas las menores 
adyacentes á dicho grupo; 2.° que para obtener una potencia cual-
quiera de una matriz, basta transformar la elevación en multipli-
cación ; 3.° que las operaciones inversas de la elevación á poten-
cias, pueden referirse á su origen y definición; 4.° que pueden 
efectuarse transmutaciones en virtud de las operaciones expuestas, 
así como simplificaciones; y 5.° que existen matrices notables con 
las cuales al operar los resultados presentan propiedades notables 
también , como entre ellas las matrices llamadas recíprocas ó ad-
juntas por ser los elementos de la una, complementos literales de 
los de la otra. 
LECCIÓN 60.' 
Progresión aritniúlica. 
1'4 2. PROGRESIÓN ARITMÉTICA, es tuca serie de números tales 
que cada uno es igual al anterior mutado con otro constante, que se 
llama razón de la progresión. Se divide en creciente y decreciente, 
según que la razón sea positiva ó negativa. 
423. La notación de una progresión aritmética, llamando 
a al primer término, r á la razón y u al último término es: 
a . (a+ r) . (a+ 2r) . (a + 3r)   u, y si suponemos que cl 
último término ocupa el lugar n; se tiene, puesto que cl segundo 
es igual al primero mas la razón y el tercero igual al primero 
mas dos veces la razón, es decir, tantas veces la razón como tér-
minos le preceden: que un término cualquiera de una progresión 
aritmética es igual al primero eras tantas veces la razón como 
términos le preceden, cuya propiedad se expresa mediante la for-
mula, u— a-4-(n — 1) r. 
LsCOLIO. La progresión aritmética: puede ser limitada, es 
decir, que como la que hemos puesto tenga primero y último 
término: puede ser indefinida, es decir, que tenga primer término 
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y no sepamos cuál es el último, como la puesta si prescindimos 
del último término; y puede por último ser doblemente indefinida 
ó ilimitada como la siguiente: 	  (a — 3r) . (a — 2r) . (a — r). 
a . (a + r) . (a +2r) . (a + 3r) 	  : en todas ellas se verifica que 
un término cualquiera es igual á otro mas tantas veces la razón 
como número de términos le preceden, considerando como primer 
término aquel en cuya función vamos á obtener su valor; y si 
sucediese que ese término en lugar de estar antes del que quere-
mos determinar estuviese después; en ese caso sería igual á ese 
término menos tantas veces la razón como número de términos le 
siguen, considerando como último término aquel en cuya función 
vamos á obtener su valor. De aquí el que se diga también que en 
una progresión aritmética limitada, un término cualquiera es igual 
al último menos tantas veces la razón como número de términos 
le siguen. 
EJEMPLOS: 1. 0 Hallar el cuarto término de la progresión cuyo 
primer término es 12, y la razón 5. El término que se busca es 
igualá t 2 + 3 X 5 = 12 ± 1 5= 2 7. 
2.° Hallar el 5.° término de una progresión de I i términos 
cuyo último término es 124 y cuya razón es 2. El término que se 
busca será igual á 124 — (6 X 2) = 124 — 12 = 112. 
3.° Hallar en . una progresión cuya razón es 3, el término 
que ocupa cl quinto lugar después del término 8. El término que 
se busca será igual á 8 + (3 X 4) = 8 + 12 = 20. 
4.° Hallar en una progresión cuya razón es-4, el término que 
ocupa el 6.° lugar antes del término 7. El término que se busca 
será igual á 7 — (— 4 X 5) = 7 + 20 = 27. 
494. De la fórmula u=a -}- (n —1) r, se deducen, teniendo en 
cuenta lo expuesto (388), el valor de a, restando de los dos miembros 
(n-1) r obteniendo a—u—(n
--1)r, que traducida al lenguaje vulgar 
nos dice: que en toda progresión limitada el primer término es 
igual al último menos tantas veces la razón como términos tiene 
la progresión menos uno: si de la misma fórmula quisiéramos de-
ducir el valor de r, restaríamos de los dos miembros a, lo que 
nos daría u—a = (n-1)r, y dividiendo los dos miembros por 
n--1 , tendríamos r = n-A que traducida al lenguaje vulgar nos 
• 
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dice: que en toda progresión limitada, la razón es igual al cociente 
 
de dividir por el número de términos menos uno, la diferencia en- 
tre cl último término y el primero: últimamente si de la misma 
 
fórmula quisiéramos deducir el valor de n, restaríamos de los dos  
miembros a, lo que nos daría como antes u — a = (m — I) r , y 
dividiendo por r los dos miembros de esta igualdad, se obtiene  
u—a 
r 
= n— I , y sumando uno á los dos miembros de esta igualda d 
se obtiene por último n — 11—a ± I , que traducida al lenguaje 
vulgar nos dice: que en toda progresión limitada , el número de tér-
minos es igual al cociente de dividir por la razón la diferencia  
entre el último término y el primero, sumando al resultado la  
unidad.  
EJEMPLOS. I.° Hallar el primer término de la progresión  
cuyo último término es 256, la razón 4 y el número de términos  
Io, aplicando la fórmula se obtiene: a- 2 5 6•••9X4=2 56-3 6=220 . 
2.° Hallar la razón de la progresión cuyo último término es  
256, el primero 220, y el número de términos lo; aplicando la  
256-22036 
= formula se tiene: r — 	 = 4. 
9 	 9 
3.° Hallar el número de términos de la progresión cuyo último  
término es 256, el primero 220, y la razón 4; aplicando la fórmula  
se tiene n = 256 4 
 zzo + 
i — 
3^ 
 
425. Teniendo en cuenta lo expuesto (389): para interpolar 
entre dos números un número cualquiera de medios diferenciales, 
se determinará la razón dividiendo, la diferencia entre el segundo 
de los números dados y el primero, por el número de términos que 
se desee interpolar mas uno, y se forman los términos que busca-
mos sumando al z.° la razón, al que se obtenga la razón y asi su-
cesivamente hasta llegar al segundo de los números dados. 
COROLARIO. Cuando entre cada dos términos de una pro-
gresión se interpolan el mismo número de términos, resulta una 
sola y misma progresión. Una vez que la razón es la misma en 
cada una de las progresiones que se formen, pero además el último 
término de cada progresión es el primero de la siguiente; luego 
solo formarán una sola y misma progresión. 
i 
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EJEMPLO. Si interpolamos dos términos entre cada dos con-
secutivos de la progresión - 3 . 24 . 45 • 66 , nos resulta la única 
progresión _ 3 . to . 17 . 24 . 3 1 • 3 8 .45. 5 2 . 59 . 66 .  
i±6. En toda progresión la suma de los términos equidistantes 
de los extremos es igual á la suma de los extremos. En efecto, 
sea la progresión -= a. (a + r). (a + 2 r)  (u -- 2 r). (u—r). u, 
en la que los términos que signen al primero y los que están antes 
del último se hallan expresados en función de ellos, se tiene evi-
dentemente (a + 2 r) + (u — 2 r) = a + u, conforme al teo-
rema. Fundándonos en este teorema es fácil determinar la suma 
de todos los términos de una progresión por diferencia ó aritmé-
tica; puesto que si llamamos S á esa suma tendríamos, S = a + 
 
(a+r)+(a± 2 r)+....-}-(u-- 2 r)+(u—r)+u,ycomo  
el orden de sumandos no altera la suma , S= u + (u — r)+ (u — 2 r) 
^-   -^ (a -I- 2 r) (a + r) + a, y sumando ordenadamente  
estas dos igualdades, 2 S =(a + u) + (a + r + u — r) + 
(a+ 2 r+u- 2 r)   2rFa+2r)+(u—r±a±r) 
 + (a + u), pero todos los sumandos son iguales á a + u y este  
está repetido tantas veces como términos tenga la progresión, que  
si suponemos que tenga n, tendremos 2 S = (a + u) n , de  
donde dividiendo por 2 se obtiene, S = (a + u)  n  lo que nos dice: 2 
que lra suma de los términos de una progresión por diferencia limi-
tada, es igual d la semisuma del primero y último términos multi-
plicada por cl n n^ncu o de ellos. 
 
EJEMPLO. Hallar la suma de los términos de una progresión 
cuyo primer término es 5 , el último 75 y el número de términos 
to, 
 
aplicando la fórmula se obtiene, S — (5 + 75) x  = 8o X lo 2 	 2 
40 X 10 - 400. 
 
ESCOLLOS. r.° Ya digimos (350) que el producto de la serie  
natural de los números enteros desde uno hasta n , se representa-
ba por n! y como quiera que la serie natural de los números en-
teros forman una progresión aritmética, el producto de los tér-
minos de una progresión aritmética dá origen á las factoriales en  
general que corresponden á la teoría de los números.  
1 
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2.° Hay diferentes órdenes de progresiones aritméticas , las de 
 
primer orden únicamente corresponden á la parte elemental; las 
 
de los restantes órdenes corresponden á la teoría de los números: 
 
aquí sólo diremos que una progresión aritmética se llama de 
 
segundo orden cuando la diferencia entre sus términos consecu-
tivos forman una progresión aritmética de primer orden ó sea de 
 
las que hemos estudiado. Así los números 9 , 21 , 39 , 63 , 93;  
forman una progresión aritmética de segundo orden porque 
 las diferencias entre sus términos consecutivos que son: 12 , 18, 
24 , 3o , forman una progresión aritmética de primer orden cuya 
 
razón es 6.  
3.° De la fórmula ya obtenida /m -^  ----- i I 	 mn 	 ) , se deducen los 
 
números llamados figurados de los diversos órdenes, nombre 
 
tomado de poderse agrupar formando figuras geométricas, sus 
 
propiedades se tratan en la teoría de los números.  
4.° El cálculo llamado de las probabilidades que tiene su fun-
damento en la teoría del orden, se desarrolla por completo en la  
teoría de los números y aquí sólo diremos, que se llama probabi-  
lidad de un suceso á la razón entre el número de casos favorables  
y el de posibles: y que un suceso se considera; como imposible  
cuando su probabilidad es cero; como inverosímil, cuando su  
probabilidad es menor que ' ; como dudoso, cuando su proba- 
2 
bilidad es igual á ' ; como verosímil, cuando su probabilidad  
2 
es mayor que ` ; y como cierto, cuando su probabilidad es  
2 
1 guai á uno. 
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de las equivalencias recíprocas de las pesas y medidas de Castilla 
y las dol sistema métrico - decimal. 
Unidades de 1o2401,1,1. 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
Lines 
6 
milimetros. 
Pulgadas 
centímetros. 
l'ie.. 
6 
decímetros. 
Varas 
6 
metros. 
leguas 
. 
ülúmetros. 
1,9350 2,3220 2,7864 0,8359 5,5721 
3,8699 4,6439 5,5727 1,6718 11,1454 
5,8049 6,9659 8,3591 2,5077 16,7181 
7,7399 9.2878 11,1454 3,3436 22.2908 
9,6748 11,6098 13,9318 4,1795 27,8635 
11,6098 13,9318 16,7181 5,0154 33,4362 
13,5440 16,2537 19,5045 5 8513 39,0089 
15,4797 18.5757 22,2908 60,12 44,5816 
17,4147 20,8976 25,0772 7,5231 50,1543 
19,3497 23,2196 27,8635 8,3591 55,7270 
Millmetros 
6 
!loess. 
Cenli metros 
6 
pulgadas. 
The lm etros 
6 
pies. 
Metros 
varas. 
Kilómetros 
leguas. 
11,5168 0,4307 0,3589 1,1963 0,1794 
1,0336 0,8613 0,7178 2,3926 0,3589 
1,5504 1,2920 1.0767 3,5889 0,5383 
2,0672 1,7227 1,4356 4,7852 0,7178 
2,5840 2,1534 1,7945 5,9815 1,8972 
3,1008 2,5840 2,1534 7,1778 1,0767 
3,6176 3.0147 2,5122 8,3742 1,2561 
4,1344 3,4454 2,8711 9,5705 1,4356 
4,6512 3,8760 3,2300 10,7668 1,6150 
5,1681 4,3067 3,5889 11,9631 1,7945 
Unidades de superficie agrarias 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
'7 
8 
9 
10 
Pulgadas 
cuadradas 6 centí- 
metros cuadrada. 
Née Varas Fanegas I.egttac 
cuadrados 6 dad- cuadradas 8 me- cuad radas 6 kiln- 
met ros cuad ra dos. tros cuadrados. hectáreas. metros 	 cuadrados. 
5,3915 7,7637 0,6987 0,6440 31,05511 
10,7830 15,5274 1,3975 1,2879 62,1100 
16,1745 23,2911 2,0900 1,9319 93,1650 
21,5660 31,0548 2,7949 2 5758 124,2200 
26.9575 38,8185 3,4937 3,2198 155,2750 
32,3489 46,5822 4,1924 3,8637 186.3300 
3'7,7404 54,3459 4,8912 4,5077 217,3850 
43,1319 62,1196 5,5899 5.1516 248 4400 
48,5244 69,8733 6,2886 5,7956 279,4950 
53,9149 77,6370 6,9874 6,4396 310,5500 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
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Centlntetres 
cuadrados a pulga-
das cuadradas. 
Decímetros 
cuadrados i pies 
cuadrado,. 
Metros 
cuad rados A cans 
cuad ra das. 
Kilómetros 
cuadrados a leguas 
cuadradas. 
Hectareas 
a 
(Burgas. 
0,1855 0,1288 1,4312 1,5529 0,0322 
0,3720 0,2576 2,8623 3,1058 0 0644 
0,5564 0,3864 4,2935 4,6587 0,0966 
0,7439 0,5152 5,7246 6,2116 0,1288 
0,9274 0,6440 '7.1558  7,7645 0,1610 
1,1139 0,7728 8,5869 9,3174 0,1932 
1,2984 1,9016 10.0181 10,8703 0,2254 
1,4878 1,0304 11,4492 12,4232 0,2576 
1,6693 1,1592 12,8804 13,9761 0,2898 
1,8548 1,2880 I4,3115 15,5290 0,3220 
Unidades do volumen en general y do capacidad 
para áridos y líquidos. 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
'7 
8 
9 
10 
Pies 
cubitos A decíme- 
tros cúbicos. 
1 	 21,6325 	 0,5841 
2 	 43,2650 	 1,1682 
3 	 64,8975 	 1,7522 
4 	 86,5300 	 2,3363 
5 	 108,1625 	 2,9204 
6 	 129,7950 	 3,5045 
7 	 151,4275 	 4,0885 
8 	 173,0600 	 4,6726 
	
9 194,6925 	 5,2567 
	
10 216,3250 	 5,8408 
Decim et ros 
cúbicos A pies 
cúbicos . 
1 	 0,0462 	 1,7121 
2 	 0,0925 	 3,4242 
3 	 0,1387 	 5,1363 
4 	 0.1849 	 6,8484 
5 	 0.2311 	 8,5605 
6 	 0,2774 	 10,2726 
'7 	 0,3236 	 11,9847 
8 	 0,3698 	 13.6968 
9 	 0,4161 	 15,4089 
10 	 0,4623 	 1'7,1210 
Fanegas 
bectúlitros. 
Cuartillos 
litros. 
Cántaras 
decalitros 
A rrobas 
de aceite a 
decilitros. 
0,5550 0,5042 1,6133 1,2563 
1,1100 1,0083 3,2266 2,5126 
1,6650 1,5125 4,8399 3,7689 
2,2200 2,0166 6,4532 5,0252 
2,7750 2,5208 8,0665 6,2815 
3,3301 3,0250 9,6'798 7,5378 
3,8851 3,5291 11,2931 8,'7941 
4,4401 1,0333 12,9064 10,0504 
4,9951 4,5374 14,5197 11,3067 
5,5501 5,0416 16,1330 12,5630 
Hectólitros 
A 
fanega'. 
Litros 
A 
cuartillos. 
Decalitro, 
cantara. 
Decalitros 
a arrobas de 
salte. 
1,8018 1,9835 0,6198 0,7960 
3,6035 3,9670 1,2397  1,5920 
5,4053 5.9505 1,8595 2 3880 
7,2071 '7,9341  2,4794 3,1899 
9,0088 9,91'76  3,0992 3,9729 
10,8106 11,9011 3,7191 4,7759 
12,6124 13,8846 4 3389 5,5719 
14,4142 15,8681 4,9588 6,3679 
16,2159 17,8516 5,5786 7,1639 
18,0177 19,8351 6,1985 '1,9599 
Varas 
cúbicas A me- 
tros cúbicos. 
Metros 
cúbicos a varas 
 cúbicas. 
37 
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Unidades pondérales ó de peso. 
Adarmes 
a 
gramos. 
Onzas 
i 
gramo,. 
Libras 
5 
kilogramos. 
Arrobas 
5 
kilogramos. 
Quintales 
at 
kilogramos. 
1 1,7912 28,7558 0,4601 11,5023 46,0093 
2 3,5944 57,5116 0,9202 23,0046 92,0186 
3 5,3916 86,2674 1,3803 34,5070 138,0279 
4 7,1888 115.0232 1,8404 46,0093 184,0372 
5 8,9860 143.7790 2,3005 57,5116 230,0465 
6 10,7832 172,5348 2,7606 69.0139 276,0558 
7 12.5804 201,2096 3,2'!06 80,5162 322,0651 
8 14,3776 230,04t 14 3,6807 92,0186 368,0744 
9 16,1748 258.8022 4,1409 103,5209 414,0837 
10 17,9720 287,5580 4,6009 115,0232 460,0930 
Gramos Gramos ---Kilogramos Kilogramos Kilogramos 
d a 
alarmes. onzas. libras} arrobas. quintales. 
1 0,5564 0,0348 2',1735 0,08694 0,02174 
2 
. 	 1,1128 0,0696 4,3469 0,17388 0,04347 
3 1,6692 0,1044 6,5204 0,26082 0,06520 
4 2,2256 0,1392 8,6939 0,34776 0,08694 
5 2,7820 0,1740 10,8674 0,43469 0,10867 
6 3,3384 0,2088 13,0408 0,52163 0,13041 
'7 3,8948 0,2436 15,2143 0,60857 0,15214 
8 4,4512 0,2 ,84 17,38'78 0,69551 0,17388 
9 5,0076 0,3132 19,5613 0,78245 0,19561 
10 5,5641 0,3480 21,7347 0,86940 0,21735 
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TABLAS DE MORTALIDAD, 
Edad. 
Vida 
probable. Edad. 
Vida 
probable. Edad. 
Vida 
probable. 
1 44 31 33,8 61 11 
2 50 32 33 62 10,3 
3 52 33 32,2 63 9,7 
4 53 34 31,3 64 9,2 
5 53,5 35 30,5 65 8,6 
6 53,4 36 29,7 66 8 
'7 53 37 28,9 67 7,5 
8 52,5 38 28,1 68 '7 
9 51,8 39 27,3 69 6,6 
10 51 40 26,5 '70 6,2 
11 50,3 41 25,7  '71 5,7 
12 49,5 42 24,9 '72 5,4 
13 48,7 43 24 '73 5 
14 47,8 44 23,4 '74 4,7 
15 47 45 22,6 '75 4.4 
16 46,1 46 21,8 76 4,2 
1'7 45.3 47 21 77 3,9 
18 44,4 48 20,2 '78 3,7 
19 43,6 49 19,4 79 3,5 
20 42,8 50 18,7 80 3,4 
21 42 51 1'7,9 81 3,2 
22 41,1 52 17,2 82 3 
23 40,3 53 1 6,5 83 2,8 
24 39,5 54 15,7 84 2,6 
25 38,7 55 15 85 2,5 
26  3'7,9 56 14,2 86 2,3 
27 37,1 57 13,6 87 2,1 
28 36,3 58 13 88 1,9 
29 35,4 59 12,3 89 1,7 
30 34,6 60 11,6 90 1,5 
oov 
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APLICACIONES. 
LIBRO I- 
1.° Determinar el valor númérico de la expresión, 7 (a — b) 
V (a + b) x + a / (b + x) y 2 — b , siendo a = 2 , b _ 1, 
2 X = 5 , y=4• 
2.° Demostrar que, x 3 
 + y 3  + (x  + y) 8 = 2 (x 2 + xy + y 2 )' 
- 8x 2 y 2  (x + y )2 (x 2 + xy 4_ y2) • 
3.° Hallar los seis primeros términos del cociente de la 
I —axe 4- bx` — cxs 
expresión , 	  
—x 
4.° Descomponer en cuatro factores la expresión, 4a 2 b 2 
—(a2 +b 2 —c 2 ). 
5.° Demostrar que, (ay — bx) 2 + (bz — cy) 2 + (cx — az) 2 
 + (ax + by + cz) 2 , es divisible por, a2+  b2 +c2  y por, 
x 2 +y 2 +z 2 . 
6.° ¿Cuál es el m. c. d. y el m. c. m. de las expresiones si-
guientes? : x 3 
 + 6x2 + I ix + 6, x 3  + 7x2  + 14x + 8, 
x 3 + 8x2 + 19x + 12 , X3 + 9X2 + 26x + 24. 
LIBRO II_ 
7.° Hallar el valor de la expresión X + 2a 	 x-2a, 	  
2b—x + 2b+x 
4ab 
4b' 
siendo x = ab 
a  
8.° Demostrar que,  a' + a + + b + b + r + a + c + 
	 =1.  (a—b) (a—c) 	 (b—a) (b—c) 
	
(c—a) (c—b) 
9.° Las profundidades de tres pozos son: A=22om ; B=395m; 
 
C = 543 ° ; las temperaturas de las aguas son: A = 19°' 75; 
B = 25°' 33; C = 39°' 3o. Se desea saber, si para estos tres pozos, 
será exacto decir que el aumento de temperatura es proporcional 
al aumento de profundidad. ¿Cuál sería la temperatura del agua 
acusada por C, si la ley precedente fuera exacta? 
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1 0.° Determinar las medias, aritmética, geométrica y armó-
nica de los números, 7 , 1 5 y 5. 
 
1 I.° La altura mayor de los Pirineos es de 11283 piés, y la 
 del monte Hecla de 4900: hallar la razón aproximada de la altura 
del mayor á la del menor. 
12.° Cuando el diámetro de un círculo es 1, se halla que la 
circunferencia es mayor que 3' 1415926 y menor que 3'1415927; 
 
se pide la razón aproximada de la circunferencia al diámetro. 
LIBRO III_ 
Hallar el noveno término de, ( 
	 x) 13 
14.° Hallar cl cuarto término de, (3a)d — 4 y ) 8 
15.° Hallar el mayor término de, (1+x) 2, riendo x=34 y n—'4. 
 
16. ° Hallar el coeficiente de x 6 en el desarrollo de, 
 
(1 — 2x±3x 2)• 
17. ° Hallar el coeficiente de x 8 en el desarrollo de, 
(1 — 2x2 ± 4x4) •  
18.° Hallar la l' I -- x2 hasta el quinto término inclusive: 
 19.° Hallar los tres primeros términos de, / 1 - x 
20.° Demostrar que, 
15 	
= v 5 (I + y 2  ^ • 
3 10 + 320+ 340 — 
21.° Demostrar que, 
 
35 — 38o 
 
 = — 8 lV 10 1/-2-h/  1 
 
4  v — 20 
  
3 
    
     
2 - 10 — 5 V - 
LIBRO IV_ 
22.° Hallar el logaritmo de 286 en el sistema cuya base es 8.  
3 	  
23.° Calcular la expresión x, = 	
a' + b 	
` 
 , s iendo 
V a + d 3 e 
a_ 2 7'35 82 5, b=32782,0 _ - 2, d- 38'54, e = o'003528.  
o L 
130 
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24.° Calcular cuál será el primer término de la progresión de 
S términos, en que la suma de los que ocupan el lugar par es 40 y 
las de los que ocupan el lugar impar 62. 
25.° El inventor del juego de ajedrez, pidió como recompensa 
un grano de trigo por la l.a casilla, 2 por la 2. 3 , 4 por la 3.a y así 
sucesivamente hasta las 64 que componen el tablero. ¿Cuántas 
pesetas pidió, en el supuesto que un hectólitro de trigo tenga un 
millón de granos y que el hectólitro cueste r 5 pesetas? 
26.° Un labrador emplea anualmente para sembrar sus tierras 
todo el trigo que recoge. El primer año ha sembrado un hectólitro, 
el segundo año recoge 1048576 hectólitros: suponiendo que exista 
esa relación de trigo en todos los años, ¿Cuál será esta relación? 
27.° ¿En cuántos años se duplica un capital impuesto al 6 
por roo no percibiendo el interés? 
28." ¿Qué anualidad se necesita pagar durante 30 años para 
amortizar un empréstito de 1000000 de pesetas hecho al interés 
del 7 por roo? 
29." Una persona de 44 años que impone en un banco de 
seguros sobre la vida 70000 pesetas: ¿Qué cobrará anualmente 
abonando el banco el 5 por roo? 
30.° Como el descuento comercial, que es que el ordinariamente 
por la fórmula ° r t se usa se resuelve p 	
' y 	 too 	 que si se llama 
d al descuento y t está expresado en dias se transforma en 
d .= C r  ` 
 ; podríamos el segundo miembro de esta fórmula 36000 
transformarlo del modo siguiente, d — c t • 36000 g 	 , que si lla- 
r 
roamos á c t, que es el producto del capital por los dias, mintero, 
como se llama en el comercio, y á 3600u , que es el cociente de 
dividir 3600o por el tanto por roo, divisor fijo y representemos 
al n e^inero por N, y al divisor fijo por D : la fórmula anterior 
toma la forma de , d = 
 v , lo que simplifica notablemente en el 
comercio las operaciones con el auxilio de una tabla de divisores 
fijos para los tantos por roo más comunes y corrientes. 
En el comercio se llama vencimiento medio ó com t^n, cuando 
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posee una persona varios documentos de crédito que vencen en 
distintas fechas, y los quiere cambiar por uno solo, que en el mo-
mento de verificar la operación tenga el mismo valor que los 
vendidos. Así si tenemos tres pagarés cuyos valores nominales 
sean respectivamente c , c' c", y cuyo vencimiento sea después 
de un número de dias representados respectivamente por t, t' t", 
sus descuentos serán, si los representamos respectivamente 
por d, d", d", teniendo en cuenta la notación adoptada : 
d = D , d ' = D , d" =  N"  , y llamando S á la suma 
de estos descuentos tendremos, 
N+N'+N" 
	
et+c't'+c"t" 
	 (c+c'+c")T 
D 	 D 	 D  
puesto que deseamos que el mismo capital venza en un solo día, 
y por tanto se tiene, c t c' t'± c" t" = 	 c' + c") T, y T 
N + N' + N" 
c+c' + c" 
Calcular el vencimiento común de los pagarés siguientes: 
Uno de woo pesetas el 15 de Abril; otro de 75o el 2 de Mayo; 
otro de 500 el 12 de Octubre; y otro de t 5oo el 8 de Diciembre. 
31.° Todas las cuestiones de percentajes se resuelven por la 
fórmula y =  CV  , que hemos hallado para el interés cuando Ioo 
el tiempo es un año y son casos particulares de ella, los seguros, 
taras, comisiones, corretajes, derechos de aduanas, fondos p e^-
blicos, cambios y arbitrajes; si bien tanto los cambios como los 
arbitrajes se resuelven con más prontitud por la regla conjunta 
y con el auxilio de tablas que acompañan á todas las aritméticas 
mercantiles. 
Seguro, es un contrato consignado en un documento llamado 
póliza, por el cual una compañía se obliga á indemnizar los daños 
ó siniestros, causados en la propiedad agena por el fuego , las 
tormentas ú otras causas accidentales, mediante el pago de una 
cierta cantidad llamada prima , que cada individuo abona por el 
objeto asegurado. 
La prima del seguro de no ser fija, es siempre un tanto por 
ciento de la cantidad asegurada. 
S — 
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Cuánto hay que abonar de prima por el seguro de una casa 
tasada en t oo000o de pesetas al 
z 
 por roo? 
5 
Tara, es la rebaja que se hace del peso bruto de las mercan-
cías por aquello en que van contenidas, para apreciar su peso neto. 
Las taras sinó se calculan desembalando, se hace por un 
tanto por too del peso bruto. 
¿Cuál es el peso neto de 40 barricas de vino, cuyo peso bruto 
es 57842  kilogramos, siendo la tara el 9 por too? 
Comisión, es lo que cobra por cada compra ó venta que 
realiza una persona, llamada comisionista, por cuenta de otra: la 
comisión toma el nombre de corretaje, y el individuo de corredor, 
cuando las compras ó ventas son letras, acciones ó valores en 
moneda ó en papel. 
Las comisiones y corretajes son un tanto por too de los efec-
tos negociados. 
¿Qué tiene que abonar á un fabricante un comisionista que 
ha vendido géneros por valor de 95756 pesetas siendo su comisión 
9 % por too? 
Cuánto tiene que percibir un corredor que ha negociado 
500000 pesetas siendo su corretaje % por too? 
Derechos de aduana, son los impuestos que cobra el gobierno 
de cada nación por la importación de los productos exteriores, y 
la exportación de los interiores. Aduana, es el establecimiento 
donde se cobran los derechos con arreglo á un arancel, prefijado. 
Los derechos de aduanas si no son una cantidad fija 6 
ad specieua, son un tanto por roo del valor de cada mercancía ó 
ad valorem 6 por avalúo. 
Cuánto adeuda una partida de paños valuada en r00000 pe- 
i 
setas, á — por too? 
5 
Fondos públicos, son los títulos ó documentos, que los gobier-
nos de las naciones dan en pago de los fondos percibidos para 
cubrir las atenciones del tesoro público, cuyo valor nominal pro-
duce un interés constante al año. 
Los fondos públicos se cotizan ó son negociables con arreglo á 
la ley de bolsa, edificio en donde se verifican las operaciones, y su 
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precio variable constituye el cambio del papel, lo que hace que no 
estando á la par, sean todas las cuestiones de fondos públicos 
cuestiones de percentaje. 
¿Cuánto valen 600000 pesetas, nominales en títulos del 4 por 
too, al cambio de 93'40 por too? 
¿Qué valor nominal en títulos del 4 por too, se podrá com-
prar con 200000 pesetas, al cambio de 93'50 por too? 
LIBRO V_ 
32.° ¿De cuántas maneras diferentes podrán colocarse cinco 
letras tomadas primero una á una, después dos á dos, tres á tres 
y así sucesivamente hasta tomarlas 5 á 5? 
33. °  ¿Cuántos productos diferentes podrán formarse tres á tres 
con las cifras 2 , 3 , 4 , 5 Y 6? 
34. *  ¿Cuántas campanadas dá un reloj en 12 horas? ¿Y si dá 
también las medias? 
35• 0 ¿Cuál será el precio de un caballo ajustado á razón de 
t duro por el primer clavo, 3 por el 2.°, 5 por el tercero y así 
sucesivamente hasta los 24 clavos? ¿De qué propiedad gozan las 
sumas de un número cualquiera de la serie de los números impares? 
36.° Un número compuesto de tres cifras es igual á 26 veces 
la suma de sus cifras, estas están en progresión aritmética; y si al 
número dado se le suma 396 resulta el mismo número invertido. 
¿Cual es el número? 
J7.° Hallar dos cuadrados cuya suma sea un cuadrado. 
38." Dividir la unidad en cuatro partes de modo que se ha-
llen en progresión aritmética, y que la suma de sus cubos sea 
igual á un décimo. 
39• °  Un viajero sale de un lugar y anda un kilómetro el primer 
dia, dos el segundo, tres el tercero y así sucesivamente. Cinco dias 
después sale otro del mismo lugar y en la misma dirección andando 
doce kilómetros diarios. ¿Dentro de cuántos dias le alcanzará Ÿ 
cuántos kilómetros tuvo que andar para ello? 
40.° Hallar la suma de los cuadrados de los veinte primeros 
números enteros. 

PARTE TERCERA. 
Álgebra, 
LECCIÓN 61.' 
Nociones preliminares. 
427. El Algebra sabemos (12), es la parte elemental del 
Análisis, estudiando por tanto leyes generales de la cantidad; 
razón por la que, como ya hemos dicho (io), no tiene aspecto 
particular, necesitando por tanto representar la cantidad con com-
pleta generalidad, y si bien es cierto que en el aspecto general de la 
Aritmética hemos tenido precisión ya, de emplear una notación 
completamente general resulta insuficiente; porque allí no nos 
ocupamos más que de leyes relativas á los hechos de los números, 
leyes, que no tienen el grado de generalidad de las que van á ser 
el objeto de esta parte. Esto hace que necesitemos aqui símbolos 
que representen desde luego leyes generales: de estos símbolos 
pues, y de sus denominaciones nos vamos á ocupar, sin que por 
esto dejemos de hacer uso de la notación que ya hemos empleado 
en el aspecto general de la Aritmética. 
Nos hemos ocupado (248 y 268), de definir las cantidades 
correspondientes, constantes y variables, por más que sólo hemos 
tratado de ellas en particular ó sujetas á leyes referentes exclusi-
vamente á hechos de los números, mas aquí tenemos necesidad 
de ocuparnos de ellas considerándolas como elementos consti-
tuyentes de las leyes generales de que vamos á tratar. l'or 
esto necesitarnos precisar la extensión que ciertas denomina-
ciones hasta ahora empleadas adquieren en esta rama de las 
Matemáticas: desde luego las cantidades constantes sino se exclu-
yen de las leyes que vamos á determinar su importancia relativa 
es pequeñísima, lo cual no sucede con las cantidades correspon-
dientes y variables que constituyen por su gran generalidad la 
parte más esencial de las leyes generales de que se ocupa el 
Análisis. 
FUNCIÓN, es la cantidad cuyo valor depende del que fen a;t 
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una ó más variables. Así, toda tórmula es función de las variables  
que entran en ella. Siendo por tanto toda función una cantidad  
variable.  
Siempre que una función depende de una variable, á cada  
valor de la variable corresponde uno ó más valores de la función;  
y á diferentes valores de la variable, corresponderán diferentes  
valores de la función. Si la función depende de dos ó más variables,  
á cada conjunto de valores de las variables, corresponde un valor  
determinado de la función; y á un valor de una de las variables  
corresponde un conjunto indefinido de la función.  
Para representar que una cantidad es función de variable  
sin expresar la manera de estar relacionada con la constante ó  
constantes de que pueda ir acompañada, se usa la inicial ma-
yúscula ó minúscula de función ó bien cualquiera otra letra, ó la  
análoga del alfabeto griego, poniendo la variable después entre  
paréntesis. Si la función es de dos ó más variables, se ponen,  
después de la letra que indique la función, entre paréntesis 
 
separadas por una coma. En esta forma 
 
F(x) , f(x) , h(x),F(x,y), f(x,y), h (x , y), F (x, y, z).  
Para expresar los valores sucesivos de una función, según los 
valores que se vayan dando á la variable; se forma una tabla es-
cribiendo en una columna los valores de la variable y en frente 
2 + 3x los de la función , en la forma siguiente : f ( x ) 
Valores de x. 
	 Valores de 1(x)  
5 -- 4x 
— CO 
— I 
0 
4 
00 
4 
o 
lo 
si 
CO 
o 
0 ,4 
5 
f^ 
o 
El contenido de esta tabla se  
puede representar gráficamente, to-
mando sobre una recta desde un  
punto fijo como origen ó punto  
cuyo valor es cero, segmentos cu-
yos valores sean los de la varia-
ble, á estos valores se les llama,  
así tomados, abscisas; en los 
puntos extremos de las abscisas  
se trazan perpendiculares cuyos  
valores sean los de la función,  á 
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estos valores se les llama ordenadas. La línea, donde se hallan 
 
los extremos de las ordenadas, está determinada por el enlace 
 
dado entre la función y la variable. 
 
428. FUNCIÓN CONTINUA, es aquella que para una serie de 
 
valores de la variable tan próximos entre sí como se quiera, resul-
tan valores para la función cuya diferencia puede llegar á ser me-
nor que cualquiera cantidad dada. Cuando no se satisface esta 
 
condición se dice que hay solución de continuidad y la función se 
 
llama discontinua. 
Como propiedades de la función real continua y finita que se 
 
desprenden de su definición tenemos las siguientes : 1. a siempre 
que la variable pasa del valor real a al a l tan próximo al primero 
como se quiera, los valores correspondientes b y b 1 de la función 
tendrán el mismo signo ; 2. a Cuando la función pasa del valor  
positivo b al negativo b 1 , para los valores reales de la variable a  
y a l existe entre ellos un valor real a o para el cual recibe la fun-
ción el valor cero : 3. a Si siendo b y b 1 de signos contrarios son  
iguales , es preciso que entre los valores a y a l de la variable  
exista otro real a', para el cual reciba la función un valor extremo,  
esto es , un máximo ó un mínivao , que son valores mayores ó me-
nores que los anteriores y posteriores suficientemente próximos;  
pues de otra suerte tendría que la función ir subiendo ó bajando  
desde el valor b hasta el valor b 1 = b , lo que es imposible.  
129. Las funciones , de una ó más variables , se dividen por 
su forma en enteras , fraccionarias , irracionales é implícitas : son 
enteras , si no llevan la variable ó variables en el denominador ni 
con exponentes negativos y su forma más general cs , a ± b x 
-^ c x2 -I-- d x3 ; son fraccionarias , si llevan la variable ó 
variables en el denominador ó con exponentes negativos , y su 
a + bx + ex ' + dx' + .. forma general es ,   ; las enteras y 
a' --i- 	 x+c' x' +d' x" +
.••• 
fraccionarias en que la variable ó variables no están afectadas del 
signo radical ó de exponentes fraccionarios, tienen la denomina-
ción común de racionales; son irracionales, cuando la variable ó 
variables van afectadas del signo radical ó de exponentes fraccio-
narios; son implícitas, cuando habiendo dos ó más variables nin-
guna de ellas está determinada en valores de las demás. 
i 
-430- 
430. Las funciones por las relaciones que las ligan con su 
variable ó variables , se dividen en algebráicas y trascendentes: 
son algebraicas , cuando la variable ó variables y las constantes 
están ligadas sólo por las seis operaciones del cálculo , adición, 
sustracción , multiplicación , división , elevación á potencias y ex-
tracción de raices : son trascendentes , cuando la variable ó varia-
bles entran como exponente , están a;ectadas de los signos de la 
logaritmización ó de las líneas trigonométricas. Es función alge- 
bráica xlga — 7 	 --b , y trascendente a°, ó bien lgx. 
431. Las funciones además se dividen en, homogéneas, y 
hetereogéneas, simétricas y alternativas, funciones defunciones y 
compuestas, y funciones inversas: son homogéneas, cuando todos 
sus terminos contienen un mismo número de dimensiones variables, 
y hetereogéneas, cuando esta circunstancia no se verifica; son simé-
tricas, cuando por el cambio de las variables dos á dos conservan 
el mismo valor, y alternativas, si los valores son iguales pero de 
signo contrario; son funciones de funciones, cuando la variable ó 
variables son á su vez funciones de otra variable, y compuestas, 
si la función se compone de dos ó más; son inversas cuando la 
variable de la una es la función de la otra y viceversa. Es función 
homogénea, x 2 -I- bxy -}- y 2 , y hetereogéneas , x 2 -1- by -I- c; 
es simétrica , 2x 2 -f- axy 
	 2y 2 , y alternativa , x — y ; es función 
de función f (y) si y es función de x, y compuesta f (y) -I- F (u) ; 
es función inversa de y = f (x), x ¡ F (y) . 
432. Como las leyes generales de la cantidad determinada en 
números o extensiones, se representan, según hemos visto, con 
completa generalidad mediante las funciones, claro está, que el 
estudio de las funciones en general constituirá el objeto del Análi-
sis, y que su parte elemental Algebra, tendrá por objeto el es-
tudio de estas funciones representadas mediante igualdades que se 
verifiquen sólo para ciertos valores de la variable ó variables , á 
cuyas funciones así representadas se las há denominado ecuaciones: 
y como estas se dividen en grados según los exponentes de las va-
riables, así como también en numéricas y algebráicas según que 
las constantes estén representadas por números ó por letras; de 
aquí el que el Algebra se divida naturalmente en dos partes , una 
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que se ocupe de las ecuaciones numéricas, y otra que se ocupa de 
las ecuaciones algebráicas. Mas como las ecuaciones de primero y 
segundo grado, así como las de tercero y cuarto tienen procedi-
mientos sencillísimos no aplicables á las de los demás grados: es 
natural que á las partes ya indicadas precedan las ecuaciones 
de z.° y 2.° grado, así como también las de 3." y 4.", por tanto 
el cuadro sintético del Algebra es el siguiente: 
ALGEBRA. 
Ecuaciones de 1.° y 2.° grado Ecuaciones numéricas n Apl icac iones. 
Ecuaciones de 3.° y 4.° grado Ecuaciones algebraicas 
Dada la índole de esta obra, no nos podemos ocupar en ella 
mas que de las ecuaciones de t.° y 2.° grado; pues para ocuparnos 
de las partes restantes, bien se comprende por lo que llevamos di-
cho, que se necesitan como conocimientos previos, los tratados de 
Geometría elemental ya en su aspecto particular, ya en su aspecto 
general: tratados, que constituyen el segundo curso de Matemáti-
cas elementales en la 2. a Enseñanza y que seguirán al presente que 
solo comprende el primer curso. 
LIBRO PRIMERO. 
Ecuaciones de 1.° y 2.° grado. 
CAPÍTULO PRIMERO. 
Ecuaciones de primer grado. 
LECCIÓN 62.' 
Nociones prolimínures. 
433. Hemos dicho (42) lo que se entendía por igualdad y por 
identidad, mas como allí no nos ocupábamos de cantidades varia-
bles, ni de aquellas que pudiesen estar representadas por notacio-
nes generales como las letras del alfabeto, sine, solo por cifras de 
un valor determinado y constante; de aquí el que tengamos que 
insistir de nuevo, con el fin de conocer con claridad lo que signifi-
can y representan las igualdades en que entran letras ya de las 
primeras ó de las últimas del alfabeto. 
IDENTIDAD, es la igualdad que se verifica siempre, cualquiera 
que sea el valor que se dé á las variables ó cantidades desconocidas 
que entren en ella. Como a — x = 2b + a — x — 2b, así como 
las fórmulas que hemos empleado en la Aritmética. 
ECUACIÓN, es una igualdad que sólo se verifica para ciertos 
valores de las variables ó incógnitas. Como, 5x — 4 = 2b , que 
solo se verifica para el valor 6 de x. 
INECUACIÓN, es la desigualdad que se verifica para ciertos 
valores de las variables ó incógnitas: Como, 3x + 5 > 12, que 
solo se verifica para los valores de x mayores que 3. 
43k. Las ecuaciones como las inecuaciones se dividen en nu-
méricas y algebráicas: son numéricas, cuando las cantidades co-
nocidas ó constantes están representadas por números, son alge-
bráicas cuando estas cantidades se hallan representadas por letras. 
Es ecuación numérica, 3x 2 + 7x = 5x — 4, y literal, ax 2 -- x 
= 5x -{- b. 
I 
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También se dividen las ecuaciones, según el número de sus  
incógnitas y el exponente que tengan las mismas, siendo funcio-
nes racionales enteras, en de una ó más incógnitas, de 1. 0 , 2.°, 
3.0 ,  enésimo grado, puras y mixtas, completas é incompletas: 
son de una incógnita, cuando no tienen más que una variable, y de 
varias incógnitas si tienen dos ó más; de primer grado, si el mayor 
exponente de la incógnita en cada uno de sus términos, ó la mayor 
suma de los exponentes de las incógnitas, cuando tenga varias, es 
uno, de segundo grado si es dos y del grado enésimo si es n: son 
puras si el grado de la variable ó variables en cada uno de los tér-
minos es el mismo, y mixtas en el caso contrario: son completas 
si tienen todos los exponentes de la variable ó variables desde el 
que dá nombre al grado de la ecuación, hasta el exponente cero. 
Tiene una incógnita la ecuación, 7x3 — 5x 2 = 2x -}- 8, es de ter-
cer grado, mixta y completa: tiene tres incógnitas la ecuación, 
5x 2  y — 7yz2 = 4z3 — y 3, es de tercer grado, pura é incompleta. 
435. RAIZ DE UNA ECUACIÓN, es todo valor de la incógnita,  
que sustituido en lugar de ella, la satisface, es decir, transforma la  
ecuación en una identidad. Así en la ecuación, 3x — 2 = 7 , 3 es 
raiz de la ecuación: á las raices de una ecuación se las llama tam-
bién soluciones, claro está, que si la ecuación tiene más de una in-
cógnita, la combinación de valores de las incógnitas que transfor-
men la ecuación en una identidad serán las raices de esa ecuación 
 
ó sus soluciones. 
 
RESOLVER UNA ECUACIÓN, es determinal. sus diferentes so-
luciones. 
ECUACIONES EQUIVALENTES, son las que tienen las mismas 
soluciones. 
436. Para transformar una ecuación en otra equivalente tene-
mos que ejecutar operaciones con sus dos miembros que la cambien 
de forma pero no de esencia (179), y en virtud del axioma funda-
mental de las igualdades, de que si con cantidades iguales hacemos 
operaciones iguales los resultados serán iguales, podremos ejecutar 
con sus dos miembros cualquiera de las operaciones del cálculo, si 
bien teniendo en cuenta que las ecuaciones solo son igualdades 
para ciertos valores de la incógnita ó incógnitas, y que por tanto 
tenemos precisión de ver qué 	 aciones son las que pueden alte- 
3s 
^^ - 
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terar ó no los valores de las incógnitas, para que cuando tengamos 
necesidad de emplear las operaciones que alteran los valores de las 
incógnitas, sepamos que las ecuaciones resultantes no son equiva-
lentes, es decir, tienen más ó menos soluciones que la propuesta. 
Esto entendido, vamos á examinar si altera ó no una ecuación cuan-
do con sus dos miembros se ejecutan las diferentes operaciones del 
cálculo: tratando primero las operaciones que no alteran y después 
las que alteran la ecuación. 
1.0 Una ecuación no se altera aunque se sumen ó se resten á 
sus dos miembros una misma cantidad conocida ó desconócida. Tam-
poco se altera una ecuación aunque á sus dos miembros se les multi-
plique ó divida por una misma cantidad conocida y diferente de 
cero y del infinito. 
En efecto, sea la ecuación A — B, en que A y B pueden ser 
monomios ó polinómios que contengan una ó más incógnitas, digo 
que la ecuación propuesta es equivalente á A ± M = B ± M , en 
que M puede ser también un monomio ó polinómio que contenga 
una ó más incógnitas: desde luego toda solución de la ecuación 
A = B, hará que se transforme en una identidad tal como, A = A, 
pero entonces la ecuación, A ± M = B ± M, se transforme eviden-
temente en la identidad, A ± M =_ A ± M, por otra parte toda so- 
lución de la ecuación, A ± M = B ± M, hará que se transforme en 
la identidad, A ± M = A ± M, pero entonces la ecuación A = B, 
se transforma evidentemente en la identidad, A = A; luego toda 
solución de la ecuación, A = B es solución de la ecuación, A ± M 
= B M, y viceversa, lo cual demuestra la primera parte . Res-
pecto de la segunda si á los dos miembros de la ecuación , A = B, 
los multiplicamos ó dividimos por la cantidad conocida m , resultan 
las ecuaciones, Am = Bm , A = 
s 
, que repitiendo análogos 
m 	 m 
razonamientos son evidentemente equivalentes á , A = B. 
2.° Una ecuación puede alterarse, si se multiplican ó dividen 
sus dos miembros por una misma cantidad desconocida, por cero ó 
por el infinito. También puede alterarse una ecuación si se elevan 
sus dos miembros á una misma potencia, se extraen la raiz del mis-
mo grado ó se toman los logaritmos de sus dos miembros en la 
misma base. 
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En efecto, si la ecuación, A = B , se multiplica por x — 2, 
la restante tendrá además de sus soluciones la solución x = 2, y 
si se dividiera por la misma cantidad sucedería lo contrario , es de-
cir, que tendría esa solución menos en el caso que los dos miem-
bros fuesen divisibles por la expresada cantidad: al multiplicar ó 
dividir por cero ó por el infinito los dos miembros de la ecuación 
propuesta, la resultante tendría un número indefinido de solucio-
nes : si se elevan á una misma potencia ó se extrae la misma raiz 
de los dos miembros de la ecuación propuesta; por lo expuesto 
anteriormente se vé que en general tendrá la ecuación resultante 
más ó menos soluciones que la propuesta: en el caso que se tome 
el logaritmo de los dos miembros, si afecta á las variables, en ge-
neral la ecuación resultante tendrá menos soluciones que la pro 
puesta. 
COROI.ARIOS. I.° Se puede pasar un término cualquiera de 
un miembro de una ecuación al otro, no alterando la ecuación, sin 
más que cambiarle de signo. Pues esto equivale á sumar ó restar á 
sus dos miembros una misma cantidad. Según esto pueden pasarse 
todos los términos de una ecuación al primer miembro, siendo por 
tanto el segundo cero. 
2.° Se pueden quitar los denominadores de una ecuación en 
que las incógnitas no entren como divisor, no alterando la ecua-
ción, sin más que multiplicar los dos miembros de la ecuación por 
el m. c. m. de los denominadores. Pues esto equivale á multiplicar 
los dos miembros de la ecuación por una misma cantidad conocida 
y diferente de cero y el infinito. Según esto pueden cambiarse de 
signos á todos los términos de una ecuación; porque es lo mismo 
que multiplicar los dos términos de la ecuación por menos uno: 
ó bien tomar el primer miembro por segundo y este por primero; 
porque equivale á lo mismo. 
3.° Se pueden suprimir los factores comunes á los dos miem-
bros de la ecuación con tal que sean conocidos, no alterando la 
ecuación sin más que dividir los dos miembros de la ecuación por 
dichos factores. Pues esto equivale á dividir los dos miembros de 
la ecuación por una misma cantidad conocida y distinta de cero 
y el infinito. 
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ESCOLIOS. I.0  Conviene tener en cuenta que siempre que  
tengamos necesidad de hacer desaparecer radicales de una ecua-
ción, es preciso pasar los términos que los contengan á un solo  
miembro, dejando los que no los contengan en el otro, y después  
elevar los dos miembros de la ecuación á la potencia indicada por  
el índice del radical. Así, 1/ x — a + 7 = 5 — \Ix , será equi- 
valente á la ecuación, \/ x — a + V x —5—q , y elevando al  
cuadrado los dos miembros se tiene , x — a + 2 U  (x — a) x  
-^ x = (5 — 7 ) 2 , que será equivalente á la ecuación siguiente,  
2 A/ (x -- a) x = — 2 x ± a + 4 , y elevando al cuadrado  
se tiene , 4x (x — a) _ (a + 4 — 2x )s, que no contiene ya  
radicales. 
 
2. ° Cuando en la ecuación propuesta haya operaciones indica-
das las efectuaremos, si así nos conviene, lo que ocurrirá con fre-
cuencia; si existen términos semejantes se reducirán á uno solo:  
y cuando una misma potencia de una incógnita sea factor común  
de varios términos, se sacará factor común, para hacer así con  
facilidad la ordenación con arreglo á los exponentes de la incóg-
nita que nos convenga. ( 302. Esc.  I.° y 2.°).  
437. Las transformaciones de las inecuaciones, siendo ellas  
desigualdades, se fundarán en las transformaciones de las desigual-
dades, si bien ateniéndonos en las inecuaciones á los valores de  
las incógnitas para las cuales se verifican las desigualdades; por  
tanto vamos á examinar los casos en que altera o nó una des-
igualdad cuando con sus dos miembros se verifica una cualquiera  
de las operaciones del cálculo. 
 
Las transformaciones de las desigualdades se fundan en el  
siguiente principio. 
 
Si , a > b , se tendrá a — b > o ; y viceversa, si a —b > o'  
se tendrá a > b , sean cualesquiera los signos de a y b.  
Podemos considerar tres casos: t.° que a y b sean positi-
vos; 2.° que a sea positivo y b negativo; 3.° que a y b sean nega-
tivos. No se puede considerar el caso de que a sea negativo y b  
positivo, porque entonces no sería a > b.  
1.0 Siendo a y b positivos, y a > b es evidente que a—b > O. 
2. ° Si a es positivo y b negativo, como al restar de a , b ésta  
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cambia de signo, tendremos la suma de dos cantidades positivas, 
que evidentemente tiene que ser mayor que cero. 
3.° Si a y b son negativas y a > b , el valor de a será menor 
que el de b , y por tanto a — b será positivo ó mayor que cero. 
De la misma manera se demuestra la recíproca. 
Esto sentado , nos ocuparemos primero de las operaciones 
que no alteran las desigualdades y después de aquellas que las 
alteran. 
I.° Una desigualdad no se altera, es decir, se verifica en el 
mismo sentido: sumando ó restando á sus dos miembros una misma 
cantidad. Tampoco se altera una desigualdad multiplicando ó di-
vidiendo sus dos miembros por una misma cantidad positiva. Tam-
poco se altera una desigualdad aunque se eleven sus dos miembros 
á una misma potencia ó se extraiga de ellos la raiz del 711ismo 
grado, siendo positivos los dos miembros, y a:r't cuando no lo sean 
si la potencia y la raiz es de grado impar, ó bien tomando los 
logaritmos, en una misma base, de los dos miembros siendo 
positivos. 
En etecto, siendo la desigualdad a > b, sabemos que a—b>o, 
y como el resto no se altera sumando ó restando á sus dos térmi-
nos una misma cantidad; se deduce que, (a ± n) — (b ± n) > o. 
6 bien a ± n > b ± n: de la misma manera demostraríamos las 
demás partes. 
2. ° Una desigualdad puede alterarse, multiplicando ó dividiendo 
sus dos miembros por una misma cantidad negativa; elevando sus 
dos miembros á una misma potencia de grado par, ó extrayendo la 
raiz del mismo grado par, ó tomando los logaritmos, en la misma 
base, de los dos miembros. 
Pues en todos estos casos por regla general , y teniendo en 
cuenta los razonamientos hechos en el principio fundamental, cam-
biará de sentido la desigualdad, es decir, que si el primer miembro 
es mayor que el segundo, después sucederá que el primero será 
menor que el segundo. 
COROLARIOS. I.° Se puede pasar un término de un miembro 
de una desigualdad á otro, sin más que cambiarle de signo. Pues 
esto no es más que sumar ó restar á los dos miemb; os de una des-
igualdad una misma cantidad. 
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Se pueden hacer desaparecer los denominadores de una de-
sigualdad, multiplicando sus dos miembros por el m. c. m. de ellos. 
Pues esto equivale á multiplicar los dos miembros de la igualdad 
por una misma cantidad positiva ó negativa, y en el primer caso 
la desigualdad no altera, cambiando de sentido en el segundo. 
3.0 Se pueden cambiar los signos de todos los términos de una 
desigualdad, cambiando á la desigualdad de sentido. Pues esto 
equivale á multiplicar los dos miembros por menos uno. 
4.° Pueden sumarse, miembro, á miembro, dos ó más desigual-
dades que se verifiquen en el mismo sentido. Pues esto es una con-
secuencia del principio fundamental. 
5.' Pueden restarse, miembro á miembro, dos desigualdades 
que se verifiquen en sentido contrario. Por la misma razón anterior. 
6.° Pueden multiplicarse miembro á miembro dos desigualda-
des que se verifiquen en el mismo sentido, si los dos miembros de 
cada una son positivos. Pues se deduce inmediatamente de no al-
terarse una desigualdad aunque se multipliquen sus dos miembros 
por una cantidad positiva. 
i 	
LECCIÓN 63.' 
Ecuacionos e inocuaciones con una incógnita. 
437. Segun lo expuesto en la lección anterior, cualquiera que 
sea la ecuación ó inecuación racional que se nos dé, podemos trans-
formarla, en general, en otra equivalente que cumpla con las con-
diciones siguientes: 
i.a No tener denominadores; 2. a no tener ninguna operación 
indicada; 3.' no tener en el primer miembro ningún término cono-
cido, ni en el segundo ninguno desconocido; 4.a no tener en el 
primer miembro términos que tenga la incógnita con el mismo ex-
ponente; 5.° no tener ningún factor comun á los dos miembros. 
6.a no tener con signo menos el término que contenga la incógnita 
con mayor exponente. Cuando una ecuación ó inecuación racional 
cumple con todas estas condiciones se dice que está preparada; 
porque entonces su resolución como vamos á ver es sencilla. 
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QUITAR DENOMINADORES DE UNA ECUACIÓN 6 INECUACIÓN, 
es transformarla en otra equivalente que no los tenga. Para ejecu-
tado, se multiplican sus dos miembros por el m. c. m. de los de-
nominadores, siendo siempre conveniente si afectan á la incógnita. 
EFECTUAR LAS OPERACIONES INDICADAS DE UNA ECUACIÓN 
Ó INECUACIÓN, es transformarla en otra equivalente que no las 
tenga. Las operaciones indicadas se efectuan con arreglo á las re. 
glas del cálculo, siendo convenientes sobre todo si afectan á las in-
cógnitas. 
HACER LA TRANSPOSICIÓN EN UNA ECUACIÓN Ó INECUA-
CIÓN, es pasar todos los términos que tienen incógnita al primer 
miembro y  los que no la tienen al segundo. Para hacer la transpo-
sición basta cambiar el signo del término que pase de un miembro 
á otro. 
HACER LA REDUCCIÓN EN UNA ECUAC::)N Ó INECUACIÓN, es 
representar por un solo término, los que tengan la incógnita con el 
mismo exponente. Para hacer la reducción, basta sacar factor común 
á la potencia de la incógnita de las cantidades á quien multiplique. 
HACER LA SIMPLIFICACIÓN EN UNA ECUACIÓN Ó INECUACIÓN, 
es suprimir los factores comunes d los dos miembros. Para hacer la 
simplificación se reducen los términos semejantes si los hay, y des-
pués se divide por los factores comunes á todos los términos. 
Si tenemos la ecuación, 7 5 — 3 = 4 x -- 6 S como el 
M. c. m. de los denominadores es 15 se transformaría en la equi-
valente que sigue, multiplicando sus dos miembros por 1 5: 37 X 3 
— 5 x –= 1 5 X 4 x — 94. También podíamos haber multiplicado 
los dos miembros, por el producto de todos los denominadores, 
pero sobre que la operación nos llevaría más tiempo, la ecuación 
que resultase tendría mayores términos: por tanto, á menos que 
los denominadores sean primos entre sí dos á dos, no debemos 
emplear ese procedimiento (184). En la ecuación que nos ha resul-
tado hay una operación indicada en el primer miembro y otra en el 
segundo ejecutándolas resulta; I I I —5x=6ox-94. Si en esta ecua-
ción pasamos I I I, al segundo miembro .y 6ox, al p rimero, cam-
biándolos de signos, sc tiene; — 5x — 6ox =— 94 — I I I . Ha-
ciendo en esta ecuación la reducción, es decir, sacando á x factor 
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común de las cantidades, á quien multipla, tenemos; (— 5 — 6o) 
x — -- 94 —  ¡u.  Haciendo la simplificación en esta ecuación, 
se tiene, — 65x = — 205, que como 5 es factor común supri-
miéndolo quedará simplificada en esta forma, — 13x = — 41. 
Por último como el término que contiene la incógnita con mayor 
exponente es negativo hay que cambiar los signos de toda la ecua-
ción, resultando así la ecuación preparada, 13x =41.  
De lo expuesto se deduce la siguiente:  
REGLA PARA PREPARAR UNA ECUACIÓN Ó INECUACIÓN RA- 
CIONAL. Se quitan los denominadores, se efectúan las operaciones  
indicadas, se hacen la transposición, la reducción y la simplifica-
ción: y por último si el término en que la incógnita tiene mayor ex-
ponente es negativo, se cambia de signo á todos los términos.  
EJEMPLOS. I.° Sea la ecuación, 5x-3 — 	 = 5X 	 10 
 + 12 	 3 	 2 	 6 
(x-4), quitado los denominadores, tenemos; 5x — 3 -- 3 6 ± 
4 x = 3o x ± 20 (x — 4), efectuando las operaciones indicadas,  
se obtiene: 5x — 3 — 3 6  + 4x = 30x 2ox — 80, haciendo  
la transposición, resulta: 5x ± 4x-- 30x-20x= —80-I-3 +36, 
 
verificando la reducción y simplificación , se tiene: — 51 x = —41, 
 
y cambiando de signos á toda la ecuación, obtendremos por último  
la ecuación preparada: 51 x = 41. 
 
2. ° Sea la ecuación, X --
^ ^
aX 
	 +1=  gx — -1- 
 (fg — ax) ,  
b 	 c 	 bc 
quitando los denominadores, tenemos: cx abx bcf = bcgx 
 
—3 (fg — ax ), efectuando las operaciones indicadas, se obtiene: 
 
cx abx -}- bcf— bcgx — 3fg + 3ax : haciendo la transposición, 
 
resulta: cx -f- abx — bcgx — 3ax = — 3fg — bcf , verificando la 
 
reducción y simplificación se tiene: (c ab — bcg -- 3a) x = 
 
— 3fg, — bcf, y cambiando de signos á toda la ecuación, obten-
dremos por último la ecuación preparada: (3a + bcg — ab — c) 
 
x= 3fg -}-bcf.  
3.° Sea la inecuación, 5 + ` 
6 
los denominadores, tenemos: 3o 
 ^-
transposición, resulta: x — 8x < 48 
 
ción y simplificación, se tiene: — 7x 
 
x < 8 4 x , quitando 
3 
X < 48 -4- 8x , haciendo la  
— 30, verificando la reduc-
< 18 , y cambiando de sig- 
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nos á toda la inecuación, obtendremos por último la inecuación 
preparada: 7 x > -- 18. 
ESCOLIO. Hay que hacer notar que si la ecuación ó inecuación 
tiene radicales, es preciso para hacerlos desaparecer—como ya 
hemos dicho—, hacer que todas las cantidades que estén afectadas 
del signo radical, estén en un miembro y las que no lo estén en 
el otro. Así, si queremos preparar la ecuación, 
	
- 2 ± 5 
6 — 	 , haciendo la transposición de cantidades raciona- 
les á un miembro é irracionales al otro, se tiene: \í x — 2 
± \/ x = 6 — 5 , elevando al cuadrado los dos miembros y 
teniendo en cuenta que el segundo es I , tendremos: x — 2 ± x 
+ 2 \, x2 - 2x 	 i , haciendo otra vez la transposición, 
resulta : 2 \ x" - 2x = 3 — 2x , elevando otra vez al cua- 
drado, se obtiene: 4x 2 — 8x = 9 — I2x 	 4x 2 , efectuando la 
transposición y reducción, se tiene por último la ecuación pre-
parada : 4x = 9. 
li38. Según lo expuesto en el número anterior toda ecuación 
de primer grado con una incógnita, se reduce siempre, después 
de preparada, á la forma: Ax = t B , y una inecuación á la 
forma Ax  ± B en las que A y 13 pueden ser lo mismo mo-
nomios que polinomios, y en la que los signos de A y B es. 
tán de manifiesto; por tanto si en ellas quisiéramos determinar 
el valor de la incógnita, no tendríamos más que dividir los 
dos miembros por A y tendríamos: 
x 
	 -±- -B ; y x \ ± 	 . Cuando en una ecuación 6 inecua- 
ción como sucede en éstas, se deja sola una incógnita en un 
miembro sin coeficiente ni exponente implícito se dice, que sc 
despeja la incógnita. 
De aquí se deduce la siguiente. 
REGLA PARA RESOLVER UNA ECUACIÓN Ó INECUACIÚN DE 
PRIMER GRADO CON UNA INCÓGNITA. Se prepara la ecr«ciÓrt, y 
después se despoja la incógnita. 
x 
2.° Sea la ecuación, 	 ^•- b 
ax 
c 
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5x-3 	 9—x 	 5x 	 10 
EJEMPLOS I. 0  Sea la ecuación, 	 — -- _ — 	 - 
12 	 3 	 2 	 6 
(x — 4), que según hemos visto en el número anterior, después de  
preparada se transforma en: 51 x _ 41, despejando la incógnita,  
se encuentra como valor de la misma: x = —41 . 
5 1 
 - ♦- f=gx  
que como antes, sabemos que despues de preparada se transforma 
en: (3a±bcg—ab—c) x=3fg±bcf, despejando la incógnita se en- 
3fg+bcf  
cuentra como valor de la misma: x = 	  3a+bcg--ab—c 
3.° Sea la inecuación, S ^- -6 - x < 8 + 3 x, que después de 
preparada es igual á 7 x > - • 18, despejando la incógnita se en- 
cuentra como límite del valor de la misma: x > — —
18
. 
ESCOLIO. En las ecuaciones de primer grado la incógnita no 
puede tener más que un valor; pues para verificar la igualdad 
A x = ± B, no hay más que el valor ± —A-;  pero en las inecuacio-
nes de primer grado la incógnita tiene todos los valores mayores 
ó menores que el encontrado, según que el valor hallado sea un 
límite inferior ó superior. 
439. La forma general, A x = B, á la cual se pueden redu• 
cir todas las ecuaciones de primer grado que tengamos necesidad 
de resolver, nos dá para valor único de la incógnita, x = ± —A 
 : 
 mas como A y B pueden ser números, mononiios ó polinomios y 
en estos últimos casos, segun los valores que tengan las letras que 
entran en ellos, pueden A y B tomar valores especiales que darán 
para la incógnita valores tambien especiales; de aquí el que trate-
mos de determinar los valores que toma la incógnita en una ecua-
ción de primer grado según los valores que se den á los datos. 
DISCUTIR UNA ECUACIÓN , es determinar los valores de la  
incógnita ó incógnitas según los valores atribuidos á los datos. De 
esta definición se deduce que las únicas ecuaciones que podemos  
discutir son las literales 6 algebráicas; porque son también las  
únicas en que los datos puedan tener diferentes valores.  
— b (fg —ax), 
1 
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Para discutir la ecuación , x = ± B , tenemos que tener 
A 
en cuenta que siendo A necesariamente una cantidad positiva, 
no puede tener más valores que el de origen , es decir, cero, 
y el positivo ó mayor que cero: mientras que B, puede tener 
los valores , mayor que cero, igual á cero y menor que cero; 
por tanto todos los casos que podemos considerar se exponen 
abreviadamente en esta forma , 
B > o , valor positivo 
	 B > o, valor infinito 
A > o B — o , valor cero 
	 A=o B = o, valor indeterminado 
B < o , valor negativo 
	 B < o, valor menos infinito 
En el caso que A y B sean mayores que cero, tendremos que 
dividir cantidades positivas, y un valor positivo para la incógnita; 
puesto que sabemos que el cociente de dividir dos cantidades po-
sitivas es positivo. 
En el caso de que A sea mayor que cero y B igual á cero, 
tendremos ;que dividir cero por una cantidad positiva y el valor 
cero para la incógnita; puesto que (324) cero partido por cual-
quiera cantidad nos di cero. 
En el caso de que A sea mayor que cero y B menor quc 
cero , tendremos que dividir una cantidad negativa por una posi-
tiva, y un valor negativo para la incógnita; puesto que el cociente 
de dividir una cantidad negativa por una positiva, es negativo. 
En el caso que A sea cero, siendo B mayor que cero, tendre-
mos que dividir cero por una cantidad positiva, y un valor infinito 
para la incógnita; puesto que (324) toda cantidad partida por cero 
es igual al infinito. . 
En el caso que A sea cero y B cero, tendremos que dividir 
cero por cero, y un valor indeterminado para la incógnita; puesto 
que (324) cero partido por cero es un símbolo, en general, de 
indeterminación. 
En el caso por último de que siendo A cero B sea menor que 
cero, tendremos que dividir por cero una cantidad negativa, y el 
valor menos infinito para la incógnita; puesto que (324) cualquiera 
cantidad dividida por cero es el infinito y siendo la cantidad nega-
tiva será menos infinito. 
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Todos los seis valores encontrados en la discusión para la 
incógnita en la ecuación Ax = ± B , satisfacen á la ecuación; pues 
en la hipótesis consideradas transforman á la ecuación en una 
identidad. 
460. Los valores límites de la incógnita "en las inecuaciones 
de primer grado que después de preparadas afectan la forma 
Ax E t B , son los mismos por idénticas razones á las expues-
tas en el número anterior. 
LECCIÓN 64.' 
Problcrnu- do primer grado con una incógnita. 
441. Hemos dicho (24) que el problema consta de tres partes, 
propuesta, resolución y demostración; así como también digimos 
que todo problema, una vez resuelto, se podía trasformar en teo-
rema, haciendo de la resolución la hipótesis, de la propuesta la 
tésis, y dejando la misma demostración. Mas como el problema es 
de carácter práctico, es decir, se refiere, en general, á la aplica-
ción de las proposiciones especulativas de las Matemáticas y aún 
de otras ciencias á la vida real, ó sea á los múltiples y variados 
fines que constantemente se ocupa de resolver en sus diferentes 
relaciones el género humano; es de absoluta necesidad lo tengamos 
esto presente, para distinguir: z.° las condiciones puramente for-
males y subjectivas, que se expresen en el enunciado del problema; 
y 2.° las condiciones objectivas, que el mismo enunciado del pro-
blema exija. Pues de esta suerte sabremos, lo que del enunciado, 
podemos expresar mediante las notaciones puramente Matemá-
ticas, y aquello que por pertenecer á otra ciencia no nos es dado 
expresar, sin los conocimientos previos de la ciencia á que se re-
fiera el problema: esto nos dice, que cuando en el enunciado de 
un problema haya condiciones objectivas cuyo conocimiento no 
sea dato, nos será imposible su resolución; no porque el problema 
no pueda resolverse sino porque nos falten los conocimientos nece-
sarios de la ciencia á que se refiera. Así que, en los problemas que 
vamos á resolver nos ocuparemos, con preferencia, en distinguir 
1•1 
1 
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con claridad lo que es puramente matemático, de aquello que per-
tenece á otia ciencia cualquiera. Bien se comprende, que al plan-
tear el problema ó lo que es lo mismo relacionar los datos con las 
incógnitas, es cuando en realidad tenemos que encontrarnos con 
la dificultad de hacernos cargo y distinguir cuáles son las condi-
ciones subjectivas y cuáles las objectivas; esta es la razon por la 
que es difícil el planteamiento de un problema, y puede la dificul-
tad ser insuperable, si aun teniendo, el que haya de resolverle, 
los conocimientos matemáticos suficientes, le faltan no obstante 
aquellos que se refieran á las condiciones objectivas del enunciado 
que desde luego no pertenecen á las Matemáticas: pero aún hay 
más, sucede que en algunos enunciados están las condiciones sub-
jectivas tan confusamente expresadas, que sólo un atento examen 
del enunciado, nos hace comprender con claridad las verdaderas 
relaciones de las cantidades conocidas con las desconocidas; por 
esto, hace falta unir á los conocimientos especulativos los prác-
ticos, es decir, que solo resolviendo muchos problemas en que los 
enunciados se nos presenten más ó menos complicados por las 
construcciones propias del lenguaje, es como nos será agradable 
su resolución, que de otra suerte se convierte en un verdadero 
enigma indescifrable, por más que poseamos los conocimientos 
necesarios para resolverlos. Sería por tanto inútil cuanto podemos 
decir, que pudiera servir de regla para resolver un problema , aún 
perteneciendo exclusivamente á las Matemáticas, cosa que pocas 
veces sucede, porque la practica es muy superior á toda regla: no 
obstante, para los principiantes, á quien esta obra se dirige, de-
bemos de dar como regla, aunque deficiente por lo ya expuesto, 
la siguiente. 
REGLA PARA PLANTEAR UN PROBLEMA. Se examina con cui-
dado si el problema tiene una ó más cantidades desconocidas; hecho 
esto, se representa cada incógnita por una letra diferente, y se in-
dican con esta letra ó letras y los números 6 letras que representen 
las cantidades conocidas, las mismas operaciones que efectuariamos,' 
si conociendo los valores de las incógnitas quisiéramos comprobar 
el problema: estas operaciones indicadas nos darán, en general, una 
ó más ecuaciones que serán la expresión matemática del enunciado 
del problema. 
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Los problemas matemáticamente hablando, no pueden refe-
rirse mas, que al número ó á la extensión: pero como todo se halla 
dispuesto con número y medida en el universo, se comprende que 
las demás ciencias necesitan del auxilio de las Matemáticas y aún 
que estas en sus aplicaciones resuelvan problemas de las demás 
ciencias sin más que algunos conocimientos elementalísimos de las 
mismas: por esto, no nos puede extrañar el que resolvamos pro-
blemas para los cuales se necesiten algunos principios de otras 
ciencias, que desde luego admitiremos, dejando á las mismas su 
demostración. Los problemas exclusivos del número, es decir, Arit-
méticos , y los de la extensión , es decir, geométricos: son también 
exclusivos de la Aritmética y la Geometría; pero como el Algebra 
como parte elemental del Análisis estudia las leyes generales de la 
cantidad; bien se comprende que aquí quepan los problemas que 
sin dejar de referirse á números y á extensiones, consideren ade-
más alguna otra propiedad objectiva que haya necesidad de tener 
en cuenta para conocer si el valor dado para la incógnita ó incóg-
nitas del problema por el Álgebra , satisface por completo ó no á 
todas las condiciones del enunciado: viendo al propio tiempo, la 
razón por la que el Algebra no dá en tal caso la solución del pro-
blema, que si es posible, podrá encontrarse su solución con el auxi-
lio de la ciencia á que pertenezcan las condiciones que no son pro-
pias de las Matemáticas. 
Puesto que según hemos visto los problemas una vez plantea-
dos, dan lugar á ecuaciones: la división de las ecuaciones nos dará 
la división de los problemas, siendo por tanto estos; numéricos Ÿ 
literales, según que los datos estén representados por números ó 
por letras; y de primeros segundo, y enésimo grado, según que 
las ecuaciones á que dé lugar su planteo sean de 1.° 2.° y enésimo 
grado. Los problemas numéricos se llaman también particular es, 
y los literales o algebráicos, generales: realmente el Álgebra no 
resuelve más que problemas generales, obteniendo para valor de 
las incógnitas fórmulas que traducidas al lenguaje vulgar nos dan 
el procedimiento que debemos seguir para resolver todos los pro-
blemas comprendidos en el general y que no se diferencien más 
que en el valor de los datos: estas fórmulas tienen además otra 
ventaja y es que resuelven todos los problemas en que se tome 
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como incógnita ó incógnitas las cantidades que antes eran conoci-
das, en igual número que las incógnitas anteriores, que en este 
caso, supondríamos conocidas. 
Como aclaración de todo lo expuesto, vamos á resolver dos 
problemas en los que pongamos de manifiesto cada uno de los di-
ferentes puntos que hemos tocado con la mayor concisión posible. 
4 . PROBLEMA I. Un padre dispuso en su testamento que su 
capital se distribuyese entre sus hijos del modo siguiente: al. mayor 
a pesetas mas la enésima parte del resto, al segundo 24 pesetas 
mas la enésima parte del resto, al tercero 3a pesetas mas la ené-
sima parte del resto, y así sucesivamente: hecha en esta forma la 
 distribución, resultó que á cada hijo le había correspondido lo mis-
mo. Se pregunta: ¿qué capital dejó el padre, cuánto correspondió ei 
cada hijo, y cuántos eran los hijos? 
En este problema á primera vista parece que hay tres canti-
dades desconocidas, que son: el capital que dejó el padre, lo que 
correspondió á cada hijo y el número de hijos. Pero si observa-
mos, que conocido el capital del padre, se conocería inmediata-
mente lo que corresponde al hijo mayor y por consiguiente á 
todos, así como su número: claro está que en realidad no hay 
más incógnita que el capital del padre, que representaremos por x. 
Pero puesto que al hijo mayor hay que darle a más la ené-
sima parte del resto, su parte estará representada por, a -}- 
-a quedando para los demás hermanos, x—a — x-A 
n 
nx-an—x+a = (n — 1)x — (n — 1)a = (n —1) (x — a) 
 ahora si 
n 	 n 	 n 
restamos de esta cantidad 2a, resultará,  (°—' (x—a) — za, 
de modo que la parte del segundo hijo estará representada por, 
2a +  (n —' i) (x -- a) — 
 n 
, y como esta parte tiene que ser 
igual á la del mayor tendremos la ecuación 
a + a — a 
	
_ 2a + (n—i)(x— a) 	 2a (' ) 
n 	 ni 	 n 
Restando primero a de los dos miembros de esta ecuación, y 
quitando los denominadores, se tiene: 
n (x—a) = a n2 -I- (n— i) (x—a) — 2an; 
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haciendo ahora, la transposición y la reducción, obtendremos 
x—a=an2 - 2 an 
y despejando por último la incógnita, tendremos, 
x= a n2 — 2an + a = a(n2 -2n + I)= a (n— 1)2 . 
Conocidala fortuna del padre, tendremos que lo que corres-
ponde al hijo mayor, estará expresado por, 
an' — zan + 
a   	 --a-} an-2a = an — a = a (n — 
Y, puesto que, todos los hijos tienen que percibir partes igua-
les, á cada hijo le corresponderá, a (n---i), y el número de hijos 
se obtendrá dividiendo la fortuna del padre por lo que toca á cada 
hijo, es decir, a (n—i) 2 por a (n—I), cuyo cociente es n — 1; y 
por tanto, esta será la expresión del número de hijos. 
Las fórmulas encontradas nos dicen que: siempre que un padre 
desee repartir su capital en partes iguales entre sus hijos, de modo 
que al primer hijo se le dé una cantidad fija y una parte alícuota 
del resto, al segundo dos veces esa cantidad fija y la misma parte 
alícuota del resto, y así sucesivamente; es preciso que el capital sea 
igual al producto de esa cantidad fija por el cuadrado del número 
que representa la parte alícuota disminuido en una unidad, corres-
pondiendo por tanto á cada hijo el producto de la cantidad fija por 
el número , disminuido en una unidad, que expresa la parte ali-
cuota, y siendo el número de hijos igual al expresado número dis-
minuido en una unidad. 
EJEMPLO: Un padre dispuso en su testamento que su capital 
se distribuyese entre sus hijos del modo siguiente: al mayor I000 
pesetas mas la quinta parte del resto; al segundo 2000 pesetas 
mas la quinta parte del resto; al tercero 3000 pesetas mas la 
quinta parte del resto, y así sucesivamente: hecha en esta forma 
la distribución, resultó que á cada hijo le había correspondido lo 
mismo. Se pregunta ¿qué capital dejó el padre, cuánto correspon-
dió á cada hijo, y cuántos eran los hijos? Aplicando la regla ante-
rior el capital del padre será: I000 X (5-0 2=i000X16=16000 
pesetas, lo que correspondió á cada hijo será, 1000X(5—I)=4000, 
y el número de hijos, 5- 1_4: lo que es fácil comprobar; puesto 
que, al primero le correspondería , i 000 
-I- 	
 
i 5000 =1000 + 3000= 
5 
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4000 pesetas; al segundo, 2000 + -'-°5°-° = 2000 ± 2000 = 4000 
pesetas, al tercero, 3000 ± 5°5° = 3000 ± 1000 = 4000 pese- 
tas; y al cuarto, 4000 pesetas. 
ESCOLIOS. I.° Los problemas una vez planteados algebraica-
mente, dan lugar á ecuaciones, que si son la expresión fiel del 
enunciado del problema, resueltas nos darán las soluciones de 
que los problemas sean susceptibles: mas como ya hemos dicho 
que no siempre se pueden expresar fielmente todas las condi. 
ciones del enunciado del problema, por una parte, y por otra 
pudiera suceder que nos equivocásemos en las diferentes opera-
ciones que tenemos que efectuar para llegar desde la ecuación del 
planteo hasta la ecuación preparada; se acostumbra á comprobar 
los valores hallados como hemos concluido de verificar en el 
ejemplo anterior: esta comprobación, que la mayor parte de las 
veces consiste, en sustituir, el valor ó valores encontrados para 
la incógnita ó incógnitas del problema, en la ecuación del planteo 
ó ecuaciones y ver si se convierten en identidades: se llama, cuan-
do esto sucede, z'erificación del problema. 
2.° En el escolio anterior hemos dicho que la verificación del 
problema consistía en ver si las soluciones halladas convertían en 
identidades la ecuación ó ecuaciones del planteo, si bien decíamos 
que no siempre se verificaba así; porque en ocasiones como sucede 
en el problema propuesto nos es imposible expresar todas las con-
diciones del enunciado en la ecuación del planteo, puesto que la 
ecuación (I), de la cual dedugimos la fortuna del padre, solo nos 
dice que á los dos primeros hijos les tocaría la misma parte, pero 
de ninguna manera que se verifique lo mismo para los restantes 
hijos; y como por otra parte no se nos dá el valor numérico de la 
parte alícuota, no podemos seguir tampoco el procedimiento del 
ejemplo. En este caso se apela al razonamiento de que ya nos hemos 
valido (310), y consiste en suponer que la ley es cierta para un 
número cualquiera y demostrar que es cierta para cuando á ese nú-
mero se le aumenta en una unidad. En este problema supondremos 
que los m primeros hijos han recibido partes iguales á , a (n-11,  
y demostraremos que al hijo (m ± I) también le corresponde la 
39 
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misma cantidad: en este caso como á los dos primeros hijos les co- 
rresponde evidentemente, a (n—I), al tercer hijo le corresponderá 
lo mismo, y así sucesivamente hasta el último. Ahora bien, como 
cada uno de los m primeros hijos han percibido a (n--1), habrán 
dejado á sus hermanos: a (n-1) 2 — ma (n—I) = a (n--i) 
(n — I — m), de modo que al hijo (m 	 i) le corresponderá con 
arreglo al enunciado, (m -}- I) a -{- 	 a (°— ') (n--,n) — (m + t) a 
a (n — i) (n — I — Iri+m+I) 
	 = a (n--I). 
Por tanto , todas las partes son iguales. 
443. PROBLEMA II. Dos móviles recorren la línea X Y, con 
movimiento uniforme, llegan al mismo tiempo á los puntos A y B, 
que distan entre sí d metros: sus velocidades respectivas son v y o 
metros por minuto. Se pregunta: ,'en qué puntos de la línea XY 
se encuentran? 
X 	 I  É... 	  A 	 E,. 	 O 	 E 	 B 
   
Y 
   
Este problema llamado de los móviles, exige para su planteo 
algunos conocimientos de Mecánica, sin los cuales sería imposi-
ble pudiéramos llegar traducirle fielmente al lenguaje algebráico; 
por esto, principiaremos por dar á conocer lo que se entiende, por 
movimiento y sus clases, por velocidad en el movimiento uniforme, 
estableciendo por último la ecuación del movimiento uniforme. 
MOVIMIENTO, es la variacion de posicion de un cuerpo en el 
espacio. 
Se divide, atendiendo á la relación que existe entre los es-
pacios recorridos y el tiempo empleado en recorrerlos, en uni-
forme, y variado: es uniforme, cuando el móvil en tiempos iguales 
recorre espacios iguales; y variado, cuando en tiempos iguales 
recorre espacios desiguales. 
VELOCIDAD EN EL MOVIMIENTO UNIFORME, es el espacio 
recorrido en la unidad de tiempo. 
Si llamamos v, al espacio recorrido en la unidad de tiempo, 
en el movimiento uniforme, el espacio recorrido en dos unidades 
será 2v, en tres unidades 3v, y así sucesivamente; de modo que 
n 
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en t unidades será, tv; por tanto, si llamamos e al espacio que 
un móvil recorre, con movimiento uniforme, en el tiempo t: po-
dremos establecer la siguiente ecuación: e _ tv, ecuación que se 
llama del movimiento uniforme. 
Ahora es ya sencillo el planteo del problema propuesto; una 
vez que, si suponemos que los dos móviles se encuentren en E, y 
llamamos x á la distancia que existe entre A y E, es claro, que la 
distancia entre B y E, estará representada por x—d: pero puesto 
que el tiempo empleado por los dos móviles—en recorrer respec-
tivamente las distancias, x y x — a, con las velocidades respec-
tivas v y y' — es el mismo. Podemos establecer, con arreglo á la 
ecuación del movimiento uniforme, las siguientes ecuaciones: 
r 	 x _ x—d (Q) 
x—d v — v' 
v . 
 x—d=v't,t=— 
La ecuación (2), deducida de las ecuaciones establecidas con 
arreglo a la ecuación del movimiento uniforme, es la ecuación del 
planteo; y de ella se deducen sucesivamente: 
d  
v'x= vx—dv, vx—v'x-dv, (v—v')x=dv, y x= 
	
 (3) 
v—v 
fórmula que resuelve el problema. Así, si los móviles recorriesen 
respectivamente I o metros y 6 metros por minuto y la distancia 
AB, fuese i 2 metros: aplicando la fórmula, tendríamos, haciendo 
	
12X10 	 120 
	
d=12 v=io, y v'=6; x_ 10-6 	 = 	 4 = 30: de modo que el 
punto de encuentro, E, está á 3o metros de distancia del punto A. 
ESCOLIO. Debemos hacer notar que no siempre es conve- 
niente traducir las fórmulas al lenguaje vulgar; pues en ocasiones, 
como sucede con la fórmula (3), es preferible aplicar la fórmula 
directamente; tanto por su sencillez cuanto porque, pudiendo las 
cantidades de que depende la incógnita tomar varios valores, sería 
muy dificil y complicada la traducción fiel para los distintos casos: 
por esto, no hemos traducido la fórmula al lenguaje vulgar y he- 
mos preferido aplicarla directamente al ejemplo que hemos resuel- 
to; una vez que, nos vamos á ocupar de discutirla, con el fin de 
ver las diferentes soluciones que puede tener el problema propuesto. 
x 
x = vt, t= 
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dv 
M. Como la fórmula, x — 	 ' , es una ecuación de primer v—v, 
grado en la que se halla despejada la incógnita, claro está, que los 
valores que puede tener la referida incógnita no pueden ser otros 
que los encontrados (439), al discutir la ecuación general de pri-
mer grado con una incógnita, si bien aquí es preciso examinar si 
los valores que en las diferentes hipótesis encontremos están con-
formes con las condiciones del problema; por esto, en cada caso de 
los que consideremos, examinaremos si se cumplen á la vez las 
condiciones subjectivas y objectivas del problema. 
Tres son las cantidades de que depende el valor de la incóg-
nita en la fórmula que vamos á discutir, que son: d, v y v'; cada 
una de ellas es susceptible de diferentes valores, si bien d sólo pue-
de tener el valor positivo ó mayor que cero y el valor cero, pudiendo 
v y y' tener además el valor negativo ó menor que cero: de modo 
que todos los casos que podemos considerar se expresan abrevia-
damente en esta forma, 
( v> o,v'>o,v'=o,v'<o v>v' 	 ( v >ov'>ov'=ov' <oiv <v' 
d>o v=o,v'>o,v'=o,v'<o ; v—v'd=o v=o,v'>o,v'=o,v'<ov=v' 
( v <o,v'>o,v'=o,v'<o t v<v' 	 (v<o,v'>o,v'=o,v' <o v >v' 
i.° En el caso de que d, v y y' sean mayores que cero, hay 
que considerar si v es mayor, igual ó menor que v': si v es mayor 
que v', el valor de x es positivo; puesto que tendríamos que divi-
dir dos cantidades positivas, y como v, es evidentemente mayor 
que v—v', el valor de x es además mayor que d: resultado con-
forme con todas las condiciones del problema; puesto que en esta 
hipótesis los móviles van en la misma dirección, y estando delante 
el que lleva menos velocidad el otro le encontrará necesariamente 
pero después de que él haya recorrido un cierto espacio, y por 
tanto podemos suponer que el punto de encuentro está en E. 
Siendo v susceptible de todos los valores mayores que cero, 
en el caso que fuésemos dando á y valores cada vez menores, los 
dV 
términos de la fracción, 
	  disminuirán al propio tiempo, siendo 
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dificil percibir como varía esta fracción. Con el fin de apreciarlo 
con facilidad, dividamos los dos términos por v, y tendremos 
x= d , , en esta expresión vemos que disminuyendo v, la fracción 
, aumenta; y por tanto, el denominador, i — , , disminuye, au-
mentando, por consiguiente cl valor de x, por ser el numerador d, 
constante. Esto nos dice que el punto de encuentro estará tanto 
más lejos de A, cuanto menor sea la velocidad del primer móvil, 
como debía de suceder. 
a v  Si v es igual á v', x = 
	
— O'.D: resultado que nos dice, no 
pueden encontrarse los dos móviles, y que está conforme con las 
condiciones del problema. 
Si v es menor que v', el valor de x, será negativo; puesto que 
tendremos que dividir una cantidad positiva por una negativa: re-
sultado que nos dice, no se pueden encontrar ya los móviles, pero 
que se habrán encontrado antes en un punto tal como E"', antes 
de haber llegado á A y B respectivamente, lo que como en los de-
más casos se halla conforme con las condiciones del problema. 
Cuando y' es igual al cero el valor de x es igual á d, eviden-
temente. Siendo y' menor que cero, esto quiere decir que los dos 
móviles van en distintas direcciones, ó lo que es lo mismo el uno al 
encuentro del otro: en este supuesto también puede suceder que el 
valor absoluto de v sea mayor, igual ó menor que el de v'; siendo 
I/ mayor que v', el denominador del valor de x es menor que 2, 
y x por tanto, mayor que la mitad de d, estando por consiguiente, 
el punto de encuentro más cerca de B que de A, y entre estos dos 
puntos, como por ejemplo en E'; si v es igual á v' , el denominador 
de valor de x es 2, y x por tanto, igual á la mitad de d, estando 
por consiguiente el punto de encuentro en 0, punto medio de AB; 
si por último v es menor que v', el denominador del valor de x es 
mayor que 2, y x por tanto, menor que la mitad de d, estando 
por consiguiente el punto de encuentro más cerca de .\ que de B, 
y entre estos dos puntos, como por ejemplo en E". 
2.° En el caso de que d sea mayor que cero, y igual á cero y 
y' mayor que cero, el numerador del valor de x es cero, y por 
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tanto, el valor de x también: resultado que nos dice no pueden 
encontrarse los dos móviles y que está conforme con las condicio-
nes del problema. 
Si v' fuese también igual á cero, el valor de x puesto en la 
forma, 	 dy,  , sería el infinito: resultado que como el anterior, nos 
— 
V 
dice que los móviles no se encuentran , lo que es evidente. 
Si por último v' fuese menor que cero, tendríamos otra vez el 
valor cero, con la misma significación. 
3.° En el caso dé que d sea mayor que cero, v menor que cero 
y y' mayor que cero , hay que considerar si el valor absoluto de 
3es mayor, igual ó menor que el de v': si v es mayor que v', como 
aquí los móviles van el uno al encuentro del otro se encontrarán en-
tre A y B, como hemos visto en el primer caso, más cerca de B que 
de A; si v es igual á y' se encontrarán en el punto medio; y si 
3es menor que v', se encontrarán entre A y B, más cerca de A 
que de B: y en todos los casos el valor de x positivo, 
Cuando v' es igual á cero, el valor de x es igual á d, eviden-
temente. Siendo y' menor que cero esto quiere decir que los dos 
móviles van en la misma dirección, y volveremos á encontrar como 
en el primer caso el valor positivo, infinito, y negativo, para x, 
sin más diferencia que lo que allí era negativo aquí es positivo y 
viceversa. 
4.° En el caso de que d sea igual á cero y v y y' mayores que 
cero hay que considerar que v sea mayor, igual ó menor que v': si 
3es mayor que v' puesto el valor de x en la forma ----, el que- 
I— V V 
brado ` , es menor que uno, y el valor de x sería cero; resultado 
que nos dice, no se encuentran ya los móviles sino cuando llegaron 
al mismo punto; puesto que A y B en este caso estan juntos: si 
3es igual á v', el quebrado - es igual á uno y el valor de x sería 
o , es decir un símbolo de indeterminación; resultado que nos dice 
que los dos móviles van siempre juntos: si v es menor que v', ten- 
-455 — 	 — 	 J 
dríamos otra vez el valor cero con la misma significación. Si v' es 
igual .á cero ó menor que cero siempre tendríamos el valor cero 
para x, y con igual significación. 
5.° En el caso de que d, sea igual á cero, v también cero, y 
y' mayor, igual ó menor que cero, tendríamos siempre el valor 
cero para x con la misma significación que en el caso anterior. 
6.° En cl caso de que d sea igual á cero, V menor que cero y y' 
mayor que cero, igual á cero ó menor que cero, siempre tendría-
mos para x el valor cero con la misma significación que en los 
dos casos anteriores. 
LECCIÓN 65.' 
I:ouacionos con varias incógnitas, 
ti í;i. Toda ecuación de primer grado con varias incógnitas, 
después de preparada, se reduce á la forma siguiente: 
Ax+By+Cz± 	 _:K. 
l'ara resolver esta ecuación, no hay más medio que despejar 
una cualquiera de sus incógnitas, como la x, y tendremos: 
h — B y — Cz 
	  
— 
x ` 	 A 
nias como el valor de x, depende del que puedan tener las restan-
tes incógnitas, que como no están sujetas á ninguna condición, ad-
miten todos los valores que queramos darlas: se acostumbra á lla-
mar á la ecuación indeterminada, es decir, que tiene un número 
indefinido de soluciones; á la incógnita despejada variable subordi-
nada, es decir, que su valor depende del que queramos dar á las 
demás incógnitas; que por esto toman el nombre de,  variables in-
dependientes. 
I)e lo expuesto se ve: que de una ecuación no se puede de-
ducir más que el valor de una incógnita; y que si la ecuación tiene 
varias incógnitas, no hay más medio para resolverla que despejar 
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a una y dar á las demás valores arbitrarios. Asi la ecuación, 2x+y 
—4z=8. Despejando y, tendremos: y = 8 -}- 4 z — 2 x, que, dan-
do valores á z y x, se tiene: 
para x= i, z= I, y _= 10 
x = I, z = 2, y = 14 
x = 2,z=I, y=8 
etc. 
Como hemos visto, una ecuación con varias incógnitas tie-
ne un número indefinido de soluciones; mas si la ecuación es el 
resultado del planteamiento de un problema, este, puede tener un 
número limitado de soluciones y hasta no tener ninguna; pues el 
problema puede exigir que las soluciones sean enteras y positivas. 
Esto conduce, á determinar las fórmulas de que dependen las 
soluciones enteras y positivas de una ecuación de primer grado 
con varias incógnitas: fórmulas que constituyen el objeto del aná-
lisis indeterminado de primer grado. 
H6. Principiemos por el caso más sencillo, es decir, por una 
ecuación de primer grado con dos incógnitas, tal como, Ax-1-13y 
=K, cuyas soluciones enteras y positivas queremos determinar. 
Desde luego si A y B tuviesen un factor común que no dividiese 
á K, sería imposible que la ecuación tuviese soluciones enteras; 
una vez que el primer miembro sería divisible por ese factor y el 
segundo no; lo cual es absurdo. Puede suceder que A y K tengan 
un factor común que no lo sea de B, así como B y K un factor 
común que no lo sea de A, para que tuviese entonces la ecua-
ción soluciones enteras bastaría hacer á la incógnita cuyo coefi-
ciente no fuese divisible por el factor común, múltipla de dicho 
factor. De modo que si A, B y K no tienen ningún factor común, 
es decir, son primos entre si dos á dos, no hay ningún inconve-
niente en que la ecuación tenga soluciones enteras, por tanto, pres-
cindiendo del caso en que A y B tengan un factor común que no 
lo sea de K, transformaremos la ecuación propuesta, en otra en 
que los coeficientes de las incógnitas y la cantidad conocida, sean 
primos entre sí dos á dos. Supongamos pues, que la ecuación 
propuesta después de transformada afecta la forma: ax+by=k, en 
la que a, b y k son números primos entre sí dos á dos. Es claro 
-r 
7 
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que si a fuese igual á la unidad, tendríamos: x=k—by, en la que 
á cada valor entero de y corresponde necesariamente un valor en-
tero de x; por tanto, vamos á ocuparnos de hacer depender la 
ecuación, a x + b y = k, de otra análoga en que el coeficiente de 
una de las incógnitas sea la unidad. Para conseguirlo supongamos, 
a < b, y dividamos los dos miembros de la ecuación por a; ten- 
k—by 	 k—aqy—ry 	 k --ry 
dremos x = 	
a 
= — a - 	 q y + __ 1 
 _ . , d espe- 
jando á x y llamando q al cociente y r al resto de dividir b por 
a, más en esta ecuación para que x sea entero, es preciso, que 
k —ry a - lo sea también: llamemos á este número entero t, y tendre. 
mos, 
k -ry 
 = t, de donde, ry±at=:k, ecuación de la mis ma for-
a 
ma, que ax±by=k, pero de coeficientes menores; puesto que 
r < a, y a < b. Despejando en esta ecuación á y, se tiene, y _ k —at 	 k—q'rt—r't 
	 k--r't 
r 	 r 	 — q' t =}- r -, en donde q' representa el 
cociente y r' el resto de dividir á por r; en esta ecuación para que 
k —r't y sea entero es preciso que - 
	 lo sea también: llamemos á este 
k— ^
 ^t 
número entero t', y tendremos, 
	
r 
 = t', de donde, r't±rt'=k, 
ecuación de la misma forma que r y +a t = k, pero cuyos coe-
ficientes son menores; puesto que, r' < r, y r < a. 
Si someteríamos esta ecuación al mismo procedimiento de las 
dos anteriores, nos resultaría de la misma manera la ecuación 
r" t' -}- r' t" = k": más si tenemos en cuenta; que a y b son pri-
mos entre sí y que los coeficientes ele las incógnitas, en las trans-
formadas sucesivas, son los restos que hubiéramos obtenido al de-
terminar cl m. c. d. de a y b; puesto que, primero hemos dividido 
b por a, luego a por el resto r de esta división, después este resto 
por cl resto r, de la siguiente divisi in, y así sucesivamente, ten-
dremos que llegar necesariamente á un resto igual la unidad, 
que será cl coeficiente de la penúltima de las indeterminadas, que 
hayamos introducido en el curso del calculo. Supongamos, para 
fijar las ideas, que el resto igual á la unidad sea r": en este caso de 
a 
r r'  
Il , 
 
ax^ by =k, 
	  x= — g y - I - t I' 	 I ', 	 r y-- a t —k, 	
 y = — g' t  
° 	 ^ r ' t 	 r t' = k, 	 t = — q"t` 	 t" 
	
r' t"= k, 	  t` _ — r' t" -}- k 
b ' 
 
Transformadas. 	 Valores de las indeterminadas.  
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la última transformada se tiene, t' _,, k -- r' t": de lo expuesto se 
deduce la siguiente.  
REGLA PARA LA FORMACIÓN DE LAS TRANSFORMADAS SUCE-
SIVAS Y DE LOS VALORES DE LAS INDETERMINADAS. Se reduce la 
ecuación propuesta, la forma a x -f- b y = k, en que a,  by k scan  
primos entre sí dos á dos, se (talla el in. c. d. de a y b: hecho esto se  
forman con los restos las transformadas y con los cocientes los va-
lores de las indeterminadas. Así tendremos,
EJEMPLO. Resolver en números enteros la ecuación, I2x--26 
 
y = 42. Como 12, 26 y 42 no son primos entre sí; puesto que, son 
divisibles por 2, efectuando la división se obtiene, 6x--13Y=2i: 
los números 6, 13 y 21 son primos entre sí, pero no lo son dos á 
dos; puesto que, 6 y 21 son divisibles por 3, haciendo y = 3 y', y 
dividiendo los dos miembros de la ecuación resultante, 6x-39y' 
= 21, por 3, se obtiene la ecuación, 2x-13 y' =7, en que 2, 13 
 y 7 son primos entre sí dos á dos. 
Aplicando á esta ecuación la regla anterior, se tiene 
2 	 2x--13Y'= 7, 	 x =6y'-f-t x=13t-42 
y' -- 2t =---7, 	  y' , -2 t —7 , y= 6t - -21 
o 
Dando á t los valores, 0, 1, 2, 3, 4 	  
^ q 
, encontraremos  
	
10, 2 3, 3 6, 49 
	 	  
y' 	 7,— 5,— 3,--1, I, 3, 5, 7 
	  
Escollo. Por' el ejemplo anterior vemos que el número de  
soluciones enteras de una ecuación con dos incógnitas, siempre  
que las admita, es indefinido, y que los valores de x y de y' for-
man dos progresiones aritméticas, siendo la razón de la primera  
13 coeficiente de y' en la ecuación; y la razón de la segunda 2, 
coeficiente de x en la misma, si bien al coeficiente de y' se le ha  
13 
6 
2 
^ 
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tomado con signo contrario. Podríamos comprobar la generalidad 
 
de esta propiedad efectuando las sustituciones; pero es preferible 
 
demostrarlo del modo siguiente: 
 
Sean , x=m, y=n, una solución entera de la ecuación general 
 
a x ± b y= k, tendremos a ni ± b n = k, y restando ordenada-
mente estas dos igualdades resulta a (x — ni) ± b (y — n) = o, 
 
de donde x=m— a  (y—n), y como a y b son primos entre sí, para  
que el valor de x sea entero es preciso que y - - n sea un múltiplo  
de a, tal como at, es decir y — n = at, de donde, x = m — b t, y 
 
= n ± a t, conforme á lo que nos proponíamos demostrar.  
Por tanto, las soluciones enteras de la ecuación a x + b y = k,  
son los términos correspondientes de dos progresiones por diferen-
cia, tales que en la progresión que determina los valores de x, la  
razón es el coeficiente de y con signo contrario; y la que deter-
mina los valores de y, la razón es cl coeficiente de x. También po-
dríamos decir---en virtud de poder tomar cualquiera de las dos  
ecuaciones que se restan por minuendo—que la progresión que de-
termina los valores de x, la razón es el coeficiente de y; siendo la  
razón de la que determina los valores de y, cl coeficiente de x con  
signo contrario: de modo que las fórmulas se pueden escribir,  
x= in } b t, y = n ± a t, no siendo por esto más generales.  
i7. Las fórmulas halladas, x = m — b t, y = n + a t, nos 
dan las soluciones enteras de la ecuación a x ± b y = k, tanto 
positivas como negativas, mas si solo quisiésemos las positivas, 
tendríamos que someter las fórmulas á esa condición, es decir, 
x =m—bt>o, y= n+ at>o,dedonde,m>bt,n>—at, 
 
ó bien ,t< b, t>á.  
Ahora, bien segun la teoría de las inecuaciones, tendremos:  
i.' que si los límites son de un mismo sentido, para lo cual es 
preciso que los coeficientes de las variables sean de diferente signo 
la ecuación tendrá un número indefinido de soluciones; 2. 0 que si  
los límites son de distintos sentidos, para lo cual es preciso que  
los coeficientes de las variables tengan el mismo signo, la ecuación  
tendrá un número limitado de soluciones que serán las compren-
didas entre los dos límites, y no tendrá ninguna solución si los  li- 
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mites fuesen dos números enteros consecutivos ó estuviesen com-
prendidos entre dos números enteros consecutivos. 
ESCOLIO. Debemos hacer notar que m y n, hemos supuesto  
cran una solución entera de la ecuación a x + b y = k, y que  
por tanto siempre que sea fácil determinar una solución entera de  
esa ecuación, aplicando las fórmulas, x - ni — b t, y = n -I- a t,  
tendremos todas las soluciones enteras, sin necesidad de pasar por  
todos los trámites indicados, y después las positivas si las tuviese.  
Asi en la ecuación que ya hemos considerado, 2 x — 13 y 7, se 
ve facilmente que 2 X io — 13 X I = 7, y por tanto, que x.— 1o, 
y = 1, son una solución entera, por consiguiente todas las solu-
ciones enteras estarán expresadas por las fórmulas, x=Io+13t, 
y = I + 2 t, y las enteras y positivas por, t > 	 ^ 3 , t >	 s , es 
decir, que tiene un número indefinido de soluciones enteras y posi-
tivas, dadas por los valores de t = o, I, 2, 3 
PROBLEMA I. ¿Cuántas perdices y faisanes compró un individuo, 
sabiendo que cada perdiz le costó 2 pesetas y cada faisán 12, y 
que ha pagado por las perdices 7 pesetas más que por los faisanes? 
Sea x el número de perdices é y el de los faisanes. Tendremos 
que resolver en números enteros y positivos la ecuación, 2 X — 12 
 y = 7, que como dos divide á los coeficientes del primer miembro 
y no divide al segundo, sabemos no tiene ninguna solución en 
números enteros, y por tanto el problema es insoluble. Pero si en 
lugar de costar 12 pesetas cada faisán costase 13, entonces la  
ecuación sería, 2 x — 13 y = 7, que ya hemos visto tiene un 
i úmercr indefinido de soluciones enteras y positivas. 
PROBLEMA II. ¿Cuántas dobles pesetas y billetes de 25 pese-
tas hay .que entregar, para pagar una letra de 827 pesetas?  
Sea x el número de dobles pesetas é y el de billetes de 25  
pesetas. Tendremos que resolver en números enteros y positivos la  
ecuación, 2x -}-25 y =827, y si tenemos en cuenta que, 2X1+25 
X33=827, las fórmulas generales que resuelven el problema son  
x-- 1 --I- 25t,y=33 — 2t, dedondet>— ?5 , t <  33 -;  portan- 
to el número limitado de soluciones son las que resultan de susti- 
tuir en las fórmulas generales los valores de t comprendidos entre  
••• 
a 
1 
J 
a 
i 
T 
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estos dos 	 límites, 	 es 	 decir, o, 1, 2, 3, 4, 5, 6 , 7, 8 , 9, 10, II, 	 12, 
13, 	 14, 15, 16, que nos dan sucesivamente: 
x = 1, 26, 51, 76, I0!, 126, 	 151, 176, 201, 226, 251, 	  , 401 
y =33, 3 1 , 29, 2 7, 	 25, 	 2 3, 	 21, 	 1 9, 	 1 7, 1 5, 1 3, 	  , 	 I 
Pudiera modificarse el enunciado: admitiendo que el pagador 
hubiera solo de entregar dobles pesetas y recibir billetes de 25 pe-
setas ó por el contrario entregar solo billetes de 25 pesetas y recibir 
dobles pesetas; para lo cual no habría más que cambiar el signo 
coeficiente de y ó de x, resultando en los dos casos una ecuación 
que, por tener los coeficientes de las incógnitas de distinto signo, 
tendría un número indefinido de soluciones enteras y positivas. 
4i8. Si las incógnitas fuesen en mayor número de dos, todas 
menos dos se pasarán al segundo miembro y se seguirá después 
el mismo procedimiento: si bien teniendo en cuenta que los valores 
de las dos incógnitas vendrán en función de una indeterminada y 
de las restantes incógnitas; por lo cual á una ecuación que tenga tres 
ó más incógnitas se la llama más que indeterminada.  
LECCIÓN titi.' 
Sistemas de acuüclono9.  
419. El origen de los sistemas de ecuaciones, es el planteo de 
los problemas que tengan más de una incógnita; puesto que, para 
determinar las diferentes incógnitas necesitamos tantas ecuaciones 
como incógnitas haya, por tanto: 
Sistema de ecuaciones, es la reunion de dos ó más ecuaciones 
que tengan las mismas soluciones. 
Solucion de un sistema de ecuaciones, es la reunión de valores 
de las incógnitas que sustituidos en lugar de ellas satisfacen á las 
ecuaciones del sistema. 
Resolver- un sistema de ecuaciones, es hallar sus distintas solu-
ciones. El principio en que se funda la resolución de un sistema de 
ecuaciones, es que el valor de cada incógnita tiene que ser el mis-
mo en todas las ecuaciones del sistema; porque sin esto las ecuacio-
nes expresarían condiciones incompatibles á que no podría satisfacer 
ningún número. 
_^ 	 _ 
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Sistemas de ecuaciones equivalentes, son los que tienen las 
mismas soluciones. 
La resolución de un sistema de ecuaciones consiste, en general, 
en reemplazar el sistema propuesto por otro equivalente, cuya pri-
mera ecuación tenga una sola incógnita, la segunda dos, la tercera 
tres y así sucesivamente, hasta la última que tendrá tantas incóg-
nitas como tenga el sistema. Al sistema que cumple con estas con-
diciones se llama sistema resolverte; y para determinarle, se re-
duce el sistema propuesto á otro que tenga una ecuación menos y 
una incógnita menos, de tal suerte que el nuevo sistema pueda 
reemplazar igual número de ecuaciones del propuesto; con el nuevo 
sistema se hace lo mismo , hasta que lleguemos á una ecuación 
con una incognita. La reducción de un sistema de ecuaciones á 
otro de una ecuación menos y una incógnita menos, se hace me-
diante la eliminación. 
Eliminar una incógnita en un sistema de ecuaciones, es deducir 
del sistema, por medio de operaciones que no alteren los valores 
de las incógnitas, otro con una ecuación menos que no contenga 
dicha incógnita. 
La eliminación de incógnitas en los sistemas de ecuaciones, 
puede conseguirse por varios métodos, reduciéndose todos ellos 
á dos clases: métodos de eliminación por sustitución y métodos de 
eliminación por multiplicación. 
á5U. MP.TODOS DE ELIMINACIÓN POR SUSTITUCIÓN. Todos 
están fundados en que: cuando en una de las ecuaciones de un 
sistema se despeja una de las incógnitas, y se sustituye esta 
incógnita por su valor en las restantes ecuaciones, el sistema 
formado por las ecuaciones que resultan de esta sustitución, y por 
la que nos ha servido para despejar la incógnita, es equivalente al 
propuesto. 
Sea el sistema de ecuaciones, (1), en el que suponemos que 
A, = B, 
A2 =132  
: 	 : 	
(1) 
An — Bn / 
los primeros miembros son polinomios que contie-
nen n incógnitas, y los segundos cantidades co-
nocidas. 
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Si al despejar la incógnita x en la primera de las ecuaciones 
del sistema (1), encontramos copio valor de ella en función de las 
demás un polinomio que llamaremos C, y sustituimos este valor 
en las demás ecuaciones del sistema, obtendremos el sistema (2), 
que vamos á demostrar es equivalente al (1). 
Para lo cual bastará evidenciar que toda so- ix = C, 
lución del sistema (1) es solución del sistema (2),'A' 2 = 13' 2 
y viceversa. 
	 , : 	 (g) 
Sea x - a, y = b, z —c„ , una solución - 
del sistema (1). Puesto que la ecuación A l = B 1 IA`„ = B `„ 
 j 
se verifica por este conjunto de valores, también se verificará su 
transformada x = C. 
Además las ecuaciones del sistema (2), desde la segunda, se 
identifican con sus correspondientes del sistema (1) ; una vez que las 
ecuaciones correspondientes de los dos sistemas solo se diferencian 
en que donde hay x en las unas hay C en las otras, y verificada la 
ecuación x. = C es evidente que x y C son idénticas. 
Por tanto, toda solución del sistema (1); lo es del sistema (2). 
Por el contrario toda solución del sistema (2) lo será del (1); una 
vez que toda solución de la ecuación x = C, lo es de su transfor-
mado Al =13 1 , y las restantes ecuaciones de los dos sistemas se 
identifican según hemos visto, al verificarse la igualdad x = C. 
Queda pues demostrado que el sistema (2) es equivalente al (1). 
Los métodos de eliminación por sustitución son dos, que se llaman: 
de sustitución directa, y de sustitución indirecta. 
lllétodo de sustitución directa, es aquel en que se despeja la 
incógnita que queremos eliminar en una ecuación y se sustituye 
en todas las demás. 
Método de sustitución indirecta, es aquel en que se despeja la 
incógnita que queremos eliminar en todas las ecuaciones, y se 
sustituye el valor obtenido en una ecuación en las demás en que la 
incógnita está ya despejada. A este método se le llama también 
de igualación. 
De lo expuesto se deduce la siguiente 
REGLA PARA ELIMINAR EN UN SISTEMA DE N ECUACIONES, 
UNA INCÓGNITA POR UNO DE LOS MÉTODOS DE SUSTITUCIÓN. 
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Se elimina por este método, la incógnita que deseemos, entre una  
de las ecuaciones dadas y cada una de las n — l restantes, se  
obtienen así n —1 ecuaciones que uo contendrán la incógnita elimi-
nada: con las cuales y la que ha  servido para efectuar las elimina-
ciones parciales, obtenemos un sistema equivalente al propuesto.  
EJEMPLOS  
1.° Eliminar y en el sistema: 3 x
— 5 y 
	
7, 4x+ 2 y = 15. 
 
Aplicando la regla tendremos,  
Sustitución directa. 
x -_ 7+5Y 
3x - 5 y= 7 	 3 
4`+2 	
15 
I4 X 
74-5Y 
 ,^+ 2 y= 1 5 3 
Sustitución indirecta. 
= 3x - 5Y= 7 
x 	
7+5Y
3 	 7+ 5 r  
4x-^^Y=^5 1 ^c = 15— z Y 	 3 = 
i 	 4 
2. ° Eliminar z en el sistema: 2 x — 3 Y -}- z =— 1, 5 x+4 Y 
 
—z= 18,x- 2 y±4z= 12. 
Sustitución directa. 
 
2x
-3Y+ z =— 1'z=—I —2 x -^ 3 Y 
5X+4Y — z= 185x+4 Y — IX( — I - 2 x+3Y) =18 
X - 2 y+4z= 12) x --2 Y +4X(— I - 2 x+3Y)= 12 
Sustitución indirecta.  
2x-3y±z -_— I z-- I-2x43Y -- I
--2x+3Y=-- 18- -5x+4Y 
 5x+4Y-z = 1 8 z=-18+ 5X+4Y  
^ 2Y-}-4z 	 I 2 	 12 x+zy 	 ( 	 12 x+2y 
4 
3.° Eliminar u en el sistema: 5 x — y 	 — u = 8, 2y- 
4 z + 3 II 4, 6 -- 3 y + 2 z - 6,2X+ 4Y= I o. 
Sustitución directa. 
 
5X — Y+3z— u= 8`1u=5x—y -4- 3 z-8  
2 y - 4z+3u= 4( 2 Y-4z+3X(5X — Y+3z -8 )= 4 6x-3 y+2 z= 66x-3Y+ 2z= 6 
2x ± 4 y=IO) 
	 2 x+4Y= I° - 
is  —^ Y 
4 
	
/1 1 2 ^-3 ^' 	  -- 	
— z= 	 — 	 -- x y— 
4 
-465 — 
Sustitución indirecta. 
u= 5x—y-^3z-8 
4 —Zy+4z 
U = 
3 
6x-3y+2z= 6 
22x+4y= I o 
ESCOLIO..Hay que hacer notar, la simplificación que admite 
la regla cuando la incógnita que queremos eliminar no entra en to-
das las ecuaciones, como en el ejemplo tercero, pues entonces en 
las ecuaciones en que no entra, ya está eliminada y pasan á formar 
parte del nuevo sistema. 
- fü]. MÉTODOS DE ELIMINACIÓN POR MULTIPLICACIÓN. Todos 
están fundados en que: cuando en un sistema de ecuaciones se sus-
tituye una de ellas por la que resulta de sumar ó restar ordenada-
mente algunas de las propuestas, habiendo antes multiplicado los 
dos miembros de cada una de estas por un factor conocido y dife-
rente de cero, el sistema que resulta es equivalente al propuesto, 
siempre que la ecuación que se sustituya sea una de las que han 
servido para formar la que la sustituye. 
Sea el sistema de ecuaciones (3), en el que Al = 
suponemos que todos los términos de las ecuacio- A2 = o 
nes propuestas, se han pasado al primer miembro. , . 
Multipliquemos, conforme al enunciado, la , . 
primera ecuación por a 1 , la segunda por a 2 , la • . 
penúltima por a„_., , y hecho esto de la suma de A„_,= o 
las dos primeras restemos la última: vamos á de- A„ = o 
mostrar que la .ecuación que así resulta, A I 
 a1-ÿ A 2 a2—A„ ,a„_, =o, 
puede sustituir á cualquiera de las que han servido para formarla, 
es decir, que el sistema (3) es equivalente al (4) que resulta de sus- 
tituir en el sistema (3), la 
ecuación primera por la, A l 
 al - f - A2a2 
 — A „_, a „_, o, 
formada con arreglo al enun-
ciado. Para ello bastará evi-
denciar que toda solución del 
sistema (3) es solución del sis- 
A 1 a 1 ± A,  a2 — A_,a„_, = o A2 	 = o, 
. 
 
=O 
• A„ 
 
5x — Y-^3z— u-8 
2 y-4z-^3 u= 4 
6x-3Y-{-2z-6 
2x-1-4y= I o 
	
5 	 y-^ ^3 	 4-2y+4z x— z -8= --- 3 - 
6x---3 Y-ÿ2z_6 
	
J1 	 2x+4y == to 
o 1 
(3) 
40 
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tema (4) , y viceversa . En efecto: toda solución del sistema (3) 
es solución del (4) ; una vez que se anulan todos los términos de 
la primera ecuación del sistema (4) por ser iguales á cero A 1 , A 2 
 y A„_„ y las restantes ecuaciones de este sistema son idénticas á
las del (3). 
Por el contrario toda solución del sistema (4) lo será del sis-
tema (3) ; una vez que los dos sistemas tienen n-1 ecuaciones 
comunes que se verifican, y la ecuación A l =o del sistema (3) tiene 
que verificarse, porque por ser cero, A 2 , A„_,, y Al a l + A2 a2 
 — A„_, a„_„ tiene que ser cero el término Al a l y por tanto, el 
factor A 1 , que es el único que puede ser cero en el producto A l a l , 
tiene que anularse. 
Queda pues demostrado que el sistema (4) es equivalente al (3). 
Los métodos de eliminación por multiplicación son dos, según que 
las multiplicaciones sirvan para eliminar una sola incógnita, ó 
bien sirvan para eliminarlas todas menos una: el I.° se llama mé-
todo de reducción, y también de sumas ó restas; el 2.° se llama 
método de 13ezout ó de factores indeterminados. 
Método de reducción, es aquel en que se hace que la incógnita 
que se quiere eliminar tenga el mismo coeficiente en las dos prime-
ras ecuaciones', en la primera y la tercera, en la primera y la cuarta, 
y así sucesivamente hasta la última: hecho esto, se suman ó se 
restan de dos en dos según tengan diferente ó el mismo signo. Para 
conseguir que dos ecuaciones tengan la incógnita que deseemos 
eliminar con el mismo coeficiente, se multlplica cada ecuación por 
el cociente de dividir el m. c. m. de los coeficientes de la incógnita 
por el coeficiente que tenga la misma en esa ecuación. Procedi-
miento análogo á la reducción de quebrados á un mismo denomi-
nador. 
Método de Bezout, es el que consiste en multiplicar cada ecua-
ción del sistema por un factor, sumar después todas las ecuaciones, 
é igualar el coeficiente de todas las incógnitas menos una á cero. 
De lo expuesto se deduce las siguientes reglas. 
I.a REGLA PARA ELIMINAR EN UN SISTEMA DE n ECUACIO-
NES, UNA INCÓGNITA POR EL MÉ'T'ODO DE REDUCCIÓN. Se trace, 
sino lo fuesen , que sean iguales los coeficientes de la incógnita que 
queremos eliminar'cn una ecuacion y cada una de las demás, se van 
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sucesivamente sumando ó restando de dos en dos las ecuaciones re 
sultantes, segun tengan contrario ó igual signo los coeficientes, de la 
 
incógnita que queremos eliminar, y así obtendremos n—z ecuacio-
nes que no contendrán la incógnita; con las cuales y la que Ira ser-
vido para efectuar las eliminaciones parciales, formaremos un sis-
tema equivalente al propuesto. 
 
EJEMPLOS. 
j. 0 
 Eliminar y en el sistema: 3 x— 5 y= 7, 4 x+ 2 y= 1 5 
Aplicando la regla tendremos: 
3x - 5y= 7 X3X- 2 X5Y= 2 X 7 
4x+ 2 Y = 1 5,5X4x -± 2 X5Y=5X 1 5 
2 X3x+5X4x=2x 7+5x 1 5, 6x-4-2ox= 1 4+75, 26x= 89• 
2.° Eliminar z y x en el sistema: 2 x— 3 y± z=— I, 5 x+  
4y -- z= 18, x -2 Y+4z-= 12. 
2x— 3Y+ z=— I 2 x
-3y+ z=_5x+ 4)'— z= i8 7x+ Y= 1 7 5x+4Y— z - 18 Bx--I2 
	 z— 	 1I Y=33 
x 
—2 )+4z— 12 x— 2y-1-4z= I2 
4
7X-}-IOy=t6  
3.° Eliminar z en el sistema: 5 x — y ± 3 z — u = 8, 2 y — 
4z+3u=4, 6 x -- 3Y+ 2 z =6 , 2 x+ 4Y=IO. 
5x
— y+3z — u= 8\  
2 y - 4z+3u= 4/  
6x-3Y+2z— 6  
2 x+ 4Y= 10 
	
20X- 4y+ 12z- 4u=32 
	 + 2 Y+5  u= —44 6y—I2Z+9u-12 20x 
12 x— 6Y+^-4z=t 4 # 12x-4Y+3u=16  
2 x+4y=IO, 2 x+4Y= 10 
ESCOLIO. En el primer ejemplo el ni. c. m. de los coeficientes  
de y, es el producto de ellos por ser primos entre sí; luego basta  
multiplicar cada ecuación por el coeficiente que tiene la incógnita  
que queremos eliminar en la otra. En el segundo ejemplo los coe-
ficientes de z en la primera ecuación son iguales; luego bastará su-
marlas por tener signos contrarios dichos coeficientes: lo mismo ha  
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sucedido con los coeficientes de x en el sistema resultante de eli-
minar á z. En el tercer ejemplo los coeficientes de z en las dos pri-
meras son primos entre sí, pero en la segunda y tercera el m. c. m.  
es 4, y respecto á la cuarta corno no tiene z, pasa íntegra al sirte•  
ma resultante.  
2.a  REGLA PARA ELIMINAR EN UN SISTEMA DE n ECUACIO-
NES, n—I INCÓGNITAS POR EL MÉTODO DE BEZOUT. Se multipli-
ca cada una de las ecuaciones por un factor indeterminado, las 
ecuaciones resultantes se suman ordenadamente, y los coeficientes de 
las incógnitas que deseemos eliminar se igualan á cero. Las ecua-
ciones que nos produzcan la igualación á cero de los coeficientes de 
 
las incógnitas que queremos eliminar nos darán los valores de las 
 
indeterminadas.  
EJEMPLOS. 
ill 
I." Eliminar y en el sistema: 3 x -- 5 y = 7, 4 X'-I- 2 Y = 1 5. 
Al aplicar la regla multiplicaremos la primera por la indetermi-
nada m, y la segunda por la indeterminada m', y sumaremos, igua-
lando después á cero el coeficiente de y, en esta forma: 
 
3x - 5- Y= 7 3m x - 5m Y= 7n1 
4x+ 2 Y=  1 5 , 4m' x+ 2 m' y— 15 m'  
(3m±4m')x+(2M-5m)y=7m + 15m, m m' ^C— m I m' 2m —5m=o 
	
(3 +4 )- —7 + 5  
2.° Eliminar z y x en el sistema: 2 x— 3 Y+ z 
	 1 , 5 x+  
4y—z=18,x- 2 y+ 4Z-12. 
2 x
- 3y+ Z=— 1) 2m x-3m y+ m z=—m  
5x+ 4y -- z= 18 ¡( 5m' x+4m' y— m' z =1 8 m' 
x- 2 y+4z= 1 2) m" x-2m " 
 Y+4m„ Z= I2 m" 
( 2 m+ 5m +m')x +(- 3m+4m'- 2 m") Y-+-(nm—m'+  4m")z— —m ± 18m'+1 2 m"  
22 m  5 m' +m" — o , m — m' + 4 = o 
(- 3m+4m'-- 2 m„ )y=— in-+ 18 m'±.12m”  
452. En 
 todo sistema de ecuaciones que se nos dé para resol-
ver podemos considerar tres casos, según que el número de ecua-
ciones se igual, menor ó mayor que el de incógnitas. 
) 
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Para que un sistema de ecuaciones sea determinado, es pre-
ciso: 1. 0 
 que haya tantas ecuaciones como incógnitas; 2.° que las 
ecuaciones sean distintas; y 3.° que las ecuaciones sean compatibles. 
La primera condición es necesaria porque de una ecuación no se 
puede hallar más que el valor de una incógnita; y por tanto, para 
hallar el valor de n incógnitas se necesitan n ecuaciones. Mas no 
bastaría esta condición si alguna de las ecuaciones del sistema pu-
diera provenir de otra ú otras del mismo sistema, por operaciones 
que no alteren los valores de las incógnitas; de aquí la necesidad 
de que las ecuaciones sean distintas, sin lo cual solo en aparien-
cia habría tantas ecuaciones como incógnitas; pues en realidad 
habría menos ecuaciones que incógnitas. Aun cumpliendo con las 
anteriores condiciones es preciso no olvidar que el principio en que 
se funda la resolución de ecuaciones exige que el valor de cada in-
cógnita sea el mismo en todas las ecuaciones; por tanto cuando 
esto no sea posible habrá ecuaciones incompatibles y, el sistema 
no tendrá ninguna solución, ó será absurdo. 
Ecuaciones distintas, son las que no pueden deducirse una de 
otra ú otras por medio de operaciones que no alteren los valores 
de las incógnitas. En el caso contrario se dice que una ecuación es 
consecuencia de otra ú otras. 
Ecuaciones compatibles, son las que pueden verificarse por los 
mismos valores de las incógnitas. En el caso contrario se llaman 
incompatibles. 
La ecuación, 3 x -}- 6 y = 12, es consecuencia de la ecua-
ción x --- 3 y = 4; porque provienen de multiplicar la segunda 
por 3: las ecuaciones 3 x + 6 y 12, X ± 3 y = 7, son incom-
patibles; porque el primer miembro de la primera es el producto 
por 3 del primer miembro de la 2. 3 y el 2." no es cl producto por 
3 del 2." miembro de la 2. 3 . 
Cuando un sistema tiene más incógnitas que ecuaciones 6 te-
niendo el mismo número de incógnitas que de ecuaciones, alguna 
de estas cs consecuencia de otra ú otras, siendo de todos los mo-
dos las ecuaciones compatibles, el sistema es indetermin :d.,; pues 
depués de eliminar tantas incógnitas como ecuaciones haya me-
nos una, llegaremos á una ecuación con varias incógnitas, que sa-
bemos tiene un número indeterminado de soluciones. 
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Cuando un sistema de ecuaciones, tiene menos incógnitas que 
ecuaciones; ó teniendo el mismo número de incógnitas que de 
ecuaciones, alguna de estas es incompatible con otra del sistema; 
este será, en general, absurdo; pues aun en la hipótesis de que 
todas las ecuaciones fuesen compatibles, podríamos eliminar todas 
las incógnitas, y en general las igualdades resultantes no quedarían 
satisfechas por el solo juego de los signos, es decir, efectuando 
las operaciones y haciendo las simplificaciones convenientes. 
453. Según lo que llevamos expuesto en esta lección, es evi-
dente la siguiente 
REGLA PARA RESOLVER UN SISTEMA CUALQUIERA DE ECUA- 
CIONES CON IGUAL NÚMERO DE INCÓGNITAS. Se halla por medio 
de la eliminación el sistema resolvente,—si el dado no cumpliese ya 
con esas condiciones,—se determina el valor de la incógnita de la 
primera ecuación, este valor se sustituye en la segunda, la cual se 
convertirá en una ecuación con una incógnita, de esta se deduce el 
valor de la segunda incógnita, los dos valores hallados se sustituyen 
en la tercera ecuación para así poder hallar el valor de la 
 3.a  incóg-
nita, y así se continúa hasta hallar el valor de todas las incógnitas. 
Como en el método de Bezout se eliminan á la vez todas las 
incógnitas menos una, si bien es cierto que para ello hay que igua-
lar á cero los coeficientes de las incógnitas que queremos eliminar 
lo cual hace depender la resolución de un sistema de ecuaciones de 
n incógnitas de la de un sistema de ecuaciones de n--1, ésto, so-
bre ser un inconveniente, hace que no sea aplicable la regla ante 
rior, por no ser fácil formar el sistema resolvente. 
Mas si en lugar de ser los factores indeterminados por los que 
se multiplique cada ecuación, es por el complemento literal de la 
incógnita que se trate de obtener, tornando en la matriz del siste-
ma, (413) sumando luego los productos, obtendremos una regla 
más sencilla, teniendo en cuenta, que se llama: determinante de un 
sistema de ecuaciones cualquiera, la determinante correspondiente 
á la matriz formada con los coeficientes de las incógnitas; y deter-
minante de una incógnita, la determinante que resulta de sustituir 
en la matriz formada con los coeficientes de las incógnitas, en lugar 
de los coeficientes de la incógnita las cantidades conocidas. Esto en-
tendido, podemos establecer—puesto que las determinantes que 
      
      
      
      
      
 
k,—b,y 	 a,b2—a2b,  
Ji= 	  ,x=  
a, 	 a, a,a,112—a,a2b , 
k,—b, 
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tengan dos líneas homónimas iguales se anulan (415)—la siguiente  
REGLA PARA RESOLVER UN SISTEMA CUALQUIERA DE ECUA-
CIONES CON IGUAL NUMERO DE INCÓGNITAS. Se halla la determi- 
nante del sistema y la de càda incógnita,'hecho esto, el valor de cada  
incógnita es igual ei su determinante dividida por la determinante del  
sistema.  
Así todo sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas se pue-
de siempre reducirá la siguiente forma, a l x b1 y = k ,, a2 x -^-
b2 y = k2; si este sistema le resolvemos aplicando las reglas, cm•  
pleando cualquiera de los métodos de eliminación, tendremos suce-
sivamente.  
Por sustitucion directa.  
a,x+bly =k, , 
a2x +b2y=kz  
klalb2— b,a,k2 
a i a l b3—a,a2b, 
k,—b,y 
82X 
a 	
+ b2 y = k2 , sek, — a,b, y 
1 
= a,l:., — a2k,, y 
k ,bz -- k 2b , 
a, b2—a 2b, 
a,b., y = atk2, (atb2 —a2bt)y  
a,k2 —a 2k1 
a, bs— ayb, 
1 or sustitucion indirecta. 
k,—b,y  
a,x-f.b i3' —k1 x°  -- N l  
a2x , b,3.=k2 ec 
k,—b2y 
1 1 
	 a2 
k,—b,y 
at 
k2—b2y 	 ^ 
— 	
s  n
2k, —a_ ^^ y =a, 1c t—a, b2y,  (a, I,, — a 2 1)1 ) 
e 
a, k3 —as k,  
y=a, k2-82k, , y = 
 e, Ut — na b, 
k, bi — ki b, 
at 104 -- at b, Corno antes se encontrará para valor de x 
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Por reducción.  
^
a, a , x +a, b, y =a, k,  
a, a, x+a, b3 y=a, k, 
a, k, —a, k, 	 k, b, —k, b, na, lit —:ti b, ) Y  _ a, k, — a, 1:, . — 
 a, b, —a, b, ' x a, b, — aa b, 
como antes.  
Per factores indeterminados. 
a, x -4-b, y=k, ^ a, in x±b, m y=k, m) 
+ at x b; y=k, a; m' x+b3 m'y—kt m' 
(a, m +a, m') x+(b , m -4-b: m') y = k, m+k 3 m', a,m-Fa, rn' -=o 
k,  m-4-kt m' (b, m +b: m')y—k, m-4-kt m'y= bi 
m +ba in  
at m' 
at in-4-a2m'=o, a, In= —a, m', m =— 	 , m' = a, , rli -_ 
—L`: ,  8 , 
a, k ; —at k, 	 k,b,—k,b,  
^ 	 a, b, --a, b, 	 , x 	 a, b, —a, b, corno antes  
Por determinant 's. 
a, x+b, y=k, 
^
—a, a, x —a, b, y' =—a, k, 
b  a, x+, y=-k, 	 a, a, x±a, b 3 y= a, k,  
a, k, —a3 k, (a, b,
—a, b, ) y = a, k, --a, k, , y -= 
complemento literal de a, es b, , 
 y de a, por el contrario — b, 
complemento literal de b, es a, , 
de y I a , k, 	 y de b, por el contrario a, . 
a, k, 
Así como para determinar y, por este procedimiento, hemos 
multiplicado la primera por el complemento literal de b, que es 
— a2 , y la segunda por el complemento literal de b 2 que es a l ; 
para determinar x, tendremos que multiplicar la primera por el 
 complemento de al que es b,,, y la segunda por el complemento
literal de a2 que es --- b 1 , en esta forma. 
a, b, x-+-b, b, y= k, b, 
—a, b, x—b, b, y= — k, b, 
k, b, —k, b, (a,b,—a, b,,x=k, b,--k, b,,xv 	 ,más como 
a, b, —a, b, 
a, 
at 
a, b, —a, b,  
(del sistema 
Deterruinantesi 	 de x 
a 
a, k, -- at k, _ I  a, 01  k. ^ k , b t — k t b, - ^ k, bt ;, resulta 
X c- 
, k, 	 b , ' 
kt h, 
tti b'Y_, 
Nt bt 
conforme i, la última regla.  
x = 
k, b, C, 
k, b, c t 
ka b3  r3 
u, b, e, 
nt b t et 
03 1,3 C5  
a, b, k,l 
at l, t kt  
at 	 k5  
a, b, e l 
 nt bt ct
^ 3 1'3 c3 
I 8, k, c, 
ut k, et  
aa k 3 P ; 
at b, c, 
at bs c_ 
8 3 b , r3 
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n, b,  at at 
— 
8, at = o 
a, bt 
—at 1)1 = a
t bt b, bs — b, bt == u 
Del mismo modo tendríamos para un sistema cualquiera de  
tres ecuaciones con tres incógnitas, 
 
a,x-,-b, y + c,z = k,  
atx + bty+csz ^ k t  
a, +bs y + c3 z = k3  
Y lo mismo sería para un sistema cualquiera de ecuaciones 
 
con igual número de incógnitas.  
EJEMPLOS  
1." Resolver el sistema: 3 x -- 5 y - 7, 4 x ± 2 y — 15.:\pli-
cando las reglas tendremos;  
Por saasfitaacitin dire a.  
Co". 
17 
7,5x- -. 
:3x-5 	 7 x s î +5v `— 	 !Ii 
^ 
	
3
,
^ 	 :3 
7+5v 4x+ 2v =15 4 x---5 	 +2v —15.2 1 , 
i 
7 	
-1-- 
85 	 2(i7 
2 i 	 R 26_ t3<I' x_ 89 
3 	 3 	 --2(3' 	 211 
17 2 ly-i- liy = 45, 26 y —17. y —'lti 
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Por sustitución indirecta.  
7+5y  
3x-5y— '7 x = 	 3 
1 5-2y  
4x+2y=151x — 4 
7+5y 15-2y 	 17 
— 4 , 28+20y=45-6y,26y=17,y° 2^  
17 7+5x  
x— 	 S  
_ 89 	 89  
26' ^ 	 26 
Por reducción.  
3x-5y— 7) 12x-20y=28 
4x+2y=15; 12x+ 6y=45  
17 
26 y -17,y— 26 
17 	 267 89  3x-5x 	 =7,78x-885=182, 78x=267,x
= 7t3 ° 2ti 
Por factores indeterminados. 
3x-5y= 7)38, x-5a1 y= 7a 1 
 4x+2y=15^ 4a3 x-f 2as y-1582 )
(3 a, +4 as)x+(- 5a, + 2at )y=7a, +15aa  
3a,+482=o , 
 
(-5a, -r-28e)y =7a, + 7 a,+15a3  1502,y 
	
_5a,+2 a; 
41 2 	 7x —4+15x3_ —28+45 
	
3e, 44a_ =o,a, _— 3 , a: —3, a, = -4 , y 
 —5x-4+2x3 	 20+6 
17 	 89 
° ,x— 26, deducida de 3 x — 5 y ==7. 26
Por determinantes. 
Llamaremos para abreviar á la determinante de un sistema D, 
 á la de la primera incógnita D,, á la de 2. * D2, y así sucesiva-
mente:  
3x-5y— 7 1-12x-r-20,y= -28 
4x +2s =15 ) 12x+ 6y =-^ 45 ^ 
17 	 6x -10y =14 ) 	 89 
, 26y= 17,y = ,— , 	 26X-89x = — 
	
26 202+10y-75    } 	 26 
U — I ^ 2" ^ ' U ' @ I15 2 ^ c8^' Us = 4 15 
D I 	 Di 
	
= l'7, luego x = 
 D , y 	 U 
i 
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2. ° Resolver el sistema: 2 x -- 3 y+ z-- 1 , 5 x± 4 y— 2 
—18,x-2 y -f-4z= 1 2. 
Por sustitución directa. 
 
2x-3y+ z= 
5x-4-4-1y-x^ — z_ 
x-2y+4z = 
— 1 
18 
12 
z= — 1 -2x +3y, z= — 1-4+9= 4 
} 5x+4y+1+2x— 3y= 18 ) 
	 7x+ 	 y =17 ) 
x-2y- 4-8x +12y = 11E j —7x -4-10y ;4 15 ; 
y= 17-7x, y_17 -14= 3  
—7x-4-170-70x=  16, 77x= 154, x_  li? =2 
 
Por  sustitución indirecta. 
 
• z =— 1-2x+3y 2x-3y+ z=— 1 z = -18+5x +4 n ^ — 1-2x+4=-18+5x4 4y )  
5x +4y— r.= 18 	 12—x-4-2y 12—x+2,y  
x-2y-+4z= 12 ti — 	  — ^ — 1 -2x +3y = 	 4 	 ( 4 	 I 
1 
7x+ 	
= 
y-17 	 16+7x
7-7x 
 J 16+7x4. 
—7x410y=16 y= 10 17—ex= 1 0 , 77 x = 154. x = 2  
Como antes obtendríamos, y — 3, z = 4. 
 
Por reducción. 
 
2x-3y 1- z= — 1 
	
2x— 3y+ z=— 1 
	 7x+ y=17 n 70x+10^^ =170, 5x 4y— z= 13 
5x4-4y— z= 18  
	
z-2y+4z= 12 8x-12y+4z=- - 4 	 • 7x +10 — 16 —7x+10— 16) 
	
x— Yy + 4z = 12 ^ 	 ^ 	 ^'  
	
77 x = 154, x 	
151
=2 
	
corm antes obtendríunaos, 	 3. z = 4 . 
Por factores indeterminados. 
 
2 x-3y+ z =— 1 2n i x—:1siy+ :+iz=— ai ' 
5x +4,y— z= 18'514x-1-444y—naz = 	 18at (` 
x - 2y+4z = . 12) asx-2asy+4as z-- 12 as J 
(2a+ +5st +as )x +(--3 11 +4^.t ---2+s )J"(:ii --n_ +4as )z- - -si +18a: +12  
as2ai+5Ht+as=o,- 3ul + 4 at-2ns =o 
-at +184 +12as 
(ni —at +4+4s ) Z-
-ai +18a: + 1215 , z^ 	 n i —at +4+3 
 
• 
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-1485 
 
• 2a, +58; + a5 = o j 2a, +5a2 	 — 	 23 ^ a5 ( 83 	 e2 
—3.,, +4a._ —2a5 ='o ^ —3a, +412 = 2:15 I  at = 73 	
a, 
z -- 	 = 4, del mismo modo hallaríamos, y = 3, x = 2. 
Por determinantes.  
2x-3y+z= — 	
D
D l
l^ = 2 
D3 _ 231  5x-i 4y — z= 18 >y= D 	 77 	 3 
D5 308 
x-2y -+4z= 72 , z =—= —= 4 
i 	 D 	 77 
2-31 
D = 5 4-1 = 32 --4+3 +60- 10-4= 77, 
1- 2 4 
1) 5 =I 5 	 4 18 =96±72-51 
1-2 12 
1--3 	 1 
I), =I 18 4— 1 I = —16+2+36+216-316-48= 154  
12--2 	 4 
2— 1 1 
1>, - ., 18-1 =144 +24 +1+20+60-18=231,  
'? 12 4 
I 	 2--3-1 
+140+10 4=308 
l::•„Lios 1. ° Aun cuando todos los métodós de eliminación  
aplicados á la resolución de los sistemas de ecuaciones, nos dan  
cl mismo resultado, no obstante debemos de fijarnos que cuando  
hemos aplicado los métodos de multiplicación, las ecuaciones resul- 
taban sin términos fraccionarios y llegábamos más pronto al resul  
tado, y si bien con los de sustitución sucedía lo mismo cuando el  
coeficiente de la incógnita que deseábamos elinîinar era la unidad  
en una ó en todas las ecuaciones, esto sucede pocas veces: así  
pues, son preferibles, en general , los métodos de eliminación por  
multiplicación a los de sustitución, y entre los de multiplicación el 
 de las determinantes, que nos dice los factores por quien debemos 
multiplicar las ecuaciones para aplicar el método de Bezout , es  
mucho mejor que todos los demás y en nuestro sentir el que pre-
valecerá como procedimiento general, en las ecuaciones literales.  
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2." Las incógnitas en los sistemas de ecuaciones determinados, 
no pueden tener más que un sólo valor, una vez que la determina-
ción del valor de cada una depende de la resolución de una ecua-
ción de primer grado con una incógnita, y sabemos que en esta 
clase de ecuaciones la incógnita tiene, en  general, un solo valor. 
3. 0 Los valores de las incógnitas en los sistemas de ecuaciones, 
se comprueban sustituyendo en cada una de las ecuaciones por 
cada incógnita su valor, y efectuando después las operaciones in-
dicadas, todas las ecuaciones deben trasformarse en identidades, 
si la resolución está bien hecha, como puede verse en los ejemplos 
anteriores. 
CA. La resolución de un sistema de ecuaciones indeterminado, 
---es decir, que tenga más incógnitas que ecuaciones, siendo estas 
distintas y compatibles, ó bien que teniendo el mismo número de 
incógnitas que de ecuaciones, haya alguna de estas que sea conse-
cuencia de otra ú otras-a-no difiere del determinado más que al 
formar el sistema resolvente necesitamos considerar como conoci-
das tantas incógnitas cuantas tenga el sistema más que ecuaciones, 
de esta suerte queda el sistema propuesto reducido á un sistema 
de igual número de ecuaciones que de incógnitas que ya sabemos 
resolver, pero los valores de las incógnitas así hallados, serán fun-
ciones de las incógnitas que hemos considerado como conocidas y 
á las cuales podemos asignar valores arbitrarios cualquiera; por 
tanto cada incógnita en un sistema indeterminado tendrá un nú-
mero indefinido de valores. 
EJEMPLOS. 	 - 
1.° Resolver el sistema: 4h — 5y--3z±u=i4, 3x+ y — 2z  
—4u _20.  
Como este sistema tiene dos ecuaciones con cuatro incógnitas, 
supondremos conocidas dos de ellas, z y u, en cuyo caso el siste-
ma que tenemos que resolver será 
114 , - 13z,19u 
- --- - 
	 , 
1 ^ . 
3 -
31.4-7,4-19ut^ - -19u 
4x-5)'=14-^3z— u 
3x+ y=2 O+2 z-}-4u  
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dando ahora valores arbitrarios cualesquiera á z y á u, hallaremos  
los correspondientes de x y de y. Así haciendo á z= 19 y á u=i,  
encontraremos x=20, y=2; es decir, que las ecuaciones propues• 
tas admiten la solución: 
x=2o, y= 2 , Z= 1 9, U=I. 
Lo mismo encontraríamos todas las soluciones que se deseen.  
á." Resolver el sistema: x+3Y—z=8, 3x-4y+2z-6, 4x  
Este sistema tiene tantas ecuaciones como incógnitas, mas si  
observamos que la tercera ecuación es la suma de las dos prime-
ras, en realidad no tiene el sistema más que clos ecuaciones con  
tres incógnitas siendo por tanto indeterminado: para resolverlo  
supondremos conocida z, de modo que cl sistema que tenemos  
que resolver será, 
 
x-^3Y=8+2 ^  x— 50-2z 13 ' 
18+ 5z 
3x-4Y=6-2 z Y^ 13 '  
dando ahora valores arbitrarios cualesquiera á z, hallaremos los 
 
correspondientes de x y de y. Así haciendo á z=12, encontrare-
mos x=2, y=6; es decir , que las ecuaciones propuestas admiten 
la solución:  
x=2, y=6 , Z= 12 . 
Lo mismo encontraríamos todas las soluciones que se deseen. 
455. Los sistemas de ecuaciones absurdos,—es decir, que ten-
gan más ecuaciones que incógnitas, siendo las ecuaciones distintas 
y compatibles, ó bien que teniendo el mismo número de incógni-
tas que de ecuaciones , alguna de estas sea incompatible—no hay 
medio de resolverlos; puesto que si tomamos un número de ecua-
ciones igual al de incógnitas y resolvemos el sistema resultante, 
en general, los valores encontrados para las incógnitas satisfarán 
á las ecuaciones que hayamos tomado, pero no á las restantes. 
Sin embargo cuando las ecuaciones dadas contienen coeficien-
tes indeterminados, las igualdades que resultan de sustituir en las 
ecuaciones restantes los valores de las incógnitas hallados, se lla- 
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man igualdades de condición; porque expresan las condiciones con 
que han de cumplir los coeficientes indeterminados , para que el 
sistema propuesto tenga solución. Cuando el número de coeficientes 
indeterminados es igual al de igualdades de condición, conside-
rando á los coeficientes como incógnitas, tendremos un sistema 
de tantas ecuaciones como incógnitas, formado por las igualdades 
de condición; y por tanto cada coeficiente tendrá un solo valor, 
siendo el sistema propuesto determinado: si el número de coefi-
cientes indeterminados fuese mayor que el de igualdades de con-
dición, formarán estas un sistema de más incógnitas que ecuacio-
nes; siendo por tanto el sistema propuesto indeterminado : y por 
último si es menor que el de igualdades de condición, el sistema 
será absurdo. 
EJEMPLOS. 
1.0 Resolver el sistema: 5 x±3y= 7, x—y = 5 , 2x+4y=I2. 
Como tenemos tres ecuaciones con dos incógnitas, tomare-
mos dos ecuaciones cualesquiera, 5x-{-3y=7x—y=5, que for• 
man un sistema determinado, resuelto este sistema nos dá x— 
11 	 9 
, y= — 4 , cuyos valores sustituidos en la ecuación 2x 
±4y= 1 2, nos dá la igualdad absurda, 	 - 7-_- I2;    luego el sis- 
tema es absurdo y no tiene ninguna solución. 
A.° Resolver el sistema: 2x —y=6, 8x-4Y_15. 
Este sistema tiene tantas ecuaciones como incógnitas, unas si 
observamos que el primer miembro de la segunda ecuación es el 
cuádruplo del de la primera y el segundo miembro de la segunda 
ecuación no cumple con esta condición respecto del segundo 
miembro de la primera; vemos que las dos ecuaciones son incom-
patibles, y por tanto, el sistema absurdo, como se vé resolvién-
dolo en la siguiente forma: 
2x- y_ 6 y=2x— 6 
8x
-4y=i 5 i 8x-8x-.1-24= 1 5 , 24 = 
igualdad absurda, como debía suceder. 
I5, 
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3. ° Resolver el sistema: a, x+b, y=k„ a, x +b, y=k,, a s x 
k^ U, --k, I. 
a, x+ b, y=k, 	
N.:::
I 
k , U: —ks b, +
b 
a, k, —A, k, 
 
a, bs —ai b, + 	 s- -- — a3 at bz —as b, 	 a, b3 —a: b, — 
 • n, k,
—a: k, 
a, x } b, )'—k, ^ y— e, b_ —as b,  k, a 3 (k, b,—k, b, )=k, (a, b, 
a, x--4--b, v-k ; 	 —a> b,)—b, (a, k,— a,k, 
y si en esta igualdad hace- 1 	 k z  'a, L. — A, b , ) — ba ;a, k. — ai k, ) a_= - _ 	 --------- , 
k, b,--k,b, 
mos, a,-1, a,- .- 2, b,=3, bi—=4, ba=5, k,= 6 , k.;=7, k5=8  
obtendremos para a ;=3 , que sería tina de las indefinidas solucio- 
nes del sistema, en este caso, x= -- • 2-, y=  
LECCIÓN 67.' 
l)lyeusión de los s1slomus de oouuoioies.  
436. En los sistemas de ecuaciones teniendo, en general, cada  
ecuación mas de una incógnita, es claro que habrá un número inde-
finido de valores de las incógnitas que satisfagan separadamente á  
cada ecuación, pero si el sistema es determinado ya sabemos que  
solo uno de esos valores satisface al sistema, y en el caso de ser  
absurdo ninguno de esos valores satisfará al sistema. Ahora bien,  
en los sistemas de ecuaciones algebráicas, siempre que el número  
de ecuaciones sea igual al de incógnitas, no es fácil conocer si el  
sistema es determinado, indeterminado ó absurdo; pues esto de-
pende de los valores que en las aplicaciones se den á las cantida-
des conocidas, y como los valores de estas no se sustituyen, en  
general, en las ecuaciones mismas, sinó en las fórmulas que nos  
dán los valores de las incógnitas, de aquí el que tengamos que  
examinar la significación de los valores de las incógnitas en los  
sistemas de ecuaciones; valores, que segun hemos visto en la dis-
cusión de una ecuación con una incógnita, no pueden ser otros  
que, el positivo, el negativo, cero, infinito, é indeterminado; de  
modo que la significación de los valores de las incógnitas en los  
sistemas de ecuaciones algebráicos, cónstituye el objeto de la  dis-
cusión de que nos vamos á ocupar. 
 
i 
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137. Sabemos que las fórmulas generales de las incógnitas en 
un sistema de n ecuaciones con n incógnitas son: 
D, 	 Dt 	 D3 
X = D ,  y = D , Z = D , . . . . 
y puesto que cada una de las incógnitas, tiene por valor una ex- 
presión de la forma ;^-, si bien el denominador es igual para todas 
las incógnitas, tendremos; que los valores de las incógnitas, en el 
caso de que el denominador sea distinto de cero, serán finitos y 
determinados ó nulos; siendo por tanto el sistema determinado: 
si cl denominador es cero sin serlo los numeradores, los valores de 
las incógnitas serán el infinito; siendo por tanto, el sistema absur-
do, y como tiene el mismo número de ecuaciones que de incóg-
nitas esto quiere decir que contiene ecuaciones incompatibles: 
por último si siendo cero el denominador lo fuesen á la vez los 
numeradores, los valores de las incógnitas serían indeterminados; 
siendo por tanto el sistema indeterminado, y como tiene tantas 
ecuaciones como incógnitas, esto quiere decir que contiene alguna 
ecuación que es consecuencia de otra ú otras. Porque solo el valor 
de una incógnita sea indeterminado no se puede deducir que el 
sistema lo sea; pues puede ser absurdo por tener otra incógnita el 
valor infinito. 
458. Lo expuesto en general, podemos comprobarlo en el sis-
tema de dos ecuaciones con dos incógnitas: sean las ecuaciones, 
a, x b, y = k,,, a, x -}- b, y = k 1 , los valores de las incógnitas 
son 
bi —kt b, 	 a, k. —at  k, 
x = i, b= —al 	 y— a, bt — at bi 
Si a, b3 — a , b, 	 o, los valores de x é y, serán finitos y de- 
terminados ó nulos, es decir, el sistema es determinado. 
Si a, b, — a t b, = o, siendo k, b, — k t b„ y a, kt --at k„di-
ferentes de cero, los valores de x é y, serán el infinito, es decir, 
cl sistema absurdo, y las ecuaciones incompatibles: en efecto, por 
a, 	
a, 
ser a, b 
 
t —a. b, 	 se 	 b t =a, b„ al = b= = c, a,  
a, c, b, 
	
b1  c, sustituyendo estos valores de a, y b, en la primera 
41 
f 
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ecuación, tendremos a 3 c x -}- b : c y = k„ ó bien a, x -}- b 2 
 y = , ecuación incompatible con la segunda; puesto que los 
primeros miembros son iguales y los segundos nó, porque si tuvié- 
semos ^ = k; , poniendo en lugar de c su igual — tendríamos,  
ay 
a, 
presamente habíamos supuesto, luego las ecuaciones son incompa-
tibles como debía de suceder. 
Si fuese cero a,b,— a 2b, y k,b,— k,b„ también sería cero a,k 2 
 —a2k„ los valores de x é y serían indeterminados, es decir,el siste-
ma indeterminado y las ecuaciones sería la una consecuencia de la 
otra: en efecto, por ser a, b 2 — a ; b, --= o, se tiene   b^ _ c , y 
por ser k l b.2 — k2 1) 1 — o, también se tiene ' -_ ' - c, es 
z 	 z 
a , 	 , 	 1: , decir, 	 = 	 = 	 = c, de donde a l=a2c, b 1=b2c, k1 =k2c, 
sustituyendq estos valores de a l , b 1 , k1 , en la primera ecuación 
tendremos a 2 c x -}- 132 c y —k2 c, ecuación que se deduce de la 
segunda multiplicando sus dos miembros por c, por otra parte de 
a , 	 k, 
7 = , se obtiene sucesivamente a l k2 = a2 k1 , a 1 k2 a2k1 —o; 
z 
at k, 
— k,, az k, = a, k? , a, k, — a , k, = o, contra lo que ex- 
2 
con lo cual queda demostrado lo que nos proponíamos. Podía ser 
cero a l b2 -- a 2 b1 y al k2 — a2 1: 1 , por ser cero a l y a2, en este 
caso el valor de y se presenta bajo la forma de ó0  y el de x bajo 
la forma de 00, no siendo cero k 1 b2 — k2 b1 , en este caso el sis-
tema debe de ser absurdo: en efecto, las ecuaciones se reducen á 
13 1 y = k 1 , b2 y — k2, que son incompatibles, por no ser cero 
k, b2 — k, b,. 
De 
 modo que queda comprobado en un sistema de dos ecua-
ncs con dos incógnitas, lo demostrado para un sistema cualquiera 
de tantas ecuaciones como incógnitas. 
Ei9. PROBLEMAS CON VARIAS INCÓGNITAS. A estos proble- 
mas es aplicable todo lo que hemos dicho en la lección 64, rela-
tivo á los problemas en general y á su planteo, resolución y discu-
sión. 
i 
^-- 	
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-.° Hallar dos números cuya diferencia sea 8, y cuyo cociente  
sea 3. 
x- y=8  
Y 	 = 3  
x— y=8 
 ^ 
x-3Y=0  2 Y=8 , Y=4, x=I2. 
2. ° Hallar tres números cuya suma sea 21, y cl cociente de  
dividir por el tercero la diferencia de los dos primeros sea 4. 
 
	
x-f-y-{-Z_2I 	 x-}-y-F-Z=2 I 
2I+3Z 
x—y _ 	 2x -- 3z=2I , x_ 	 2 
	
— 	 , 
z 
— 4 x— y-4z—o ` 
de donde dando á z valores arbitrarios tendríamos los valores co  
rrespondientes de x é y: así para z=I , tendremos x=I2 , y=8; 
obtendríamos del mismo modo todos los valores que deseáramos,  
puesto que el problema es indeterminado. 
 
3.° Hallar dos números cuya suma sea i6, su diferencia 6, y  
su cociente 2. 
x+y=IG x==I I 
x—Y= 6 
 Y= 5 
X 
 = 
2 „ I I 
	
, 
 luego el problema es absurdo.  
Y 	 5  
En este problema si la suma hubiese estado representada  
por a, la diferencia por b, y el cociente por c, tendríamos  
x-1-y=a x_= a + b 2 
x—y_b y= a  2b 
x = c" a 
	-b = c, igualdad de condición en la que pode- Y 
mos disponer arbitrariamente de a y b. Así si hacemos, a=16, b  
=G, c tiene que ser igual á 15  para que el problema sea posible.  
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4.0  El problema de los móviles puede plantearse con dos in-
cógnitas en la forma siguiente, llamando y la distancia de B al  
punto de encuentro,  
	
^ 	 dv 
Y=x — d  x —y = d 
 x
= 
 v—v ' 
x __ y 	 1( 	 —dv' 
v 'x—vy_o 
 Y= v—y' V — v' 
En este problema como hay dos ecuaciones con dos incógni-
tas: cuando v', siendo d > o, cl problema tiene soluciones fini-
tas ó nulas, y es por tanto, determinado: cuando v=v', y d> o, 
el problema tiene como únicas soluciones el infinito, es por tanto, 
absurdo, y las ecuaciones son evidentemente incompatibles: Cuando 
v=v' y d=o, el problema tiene un número indeterminado de so-
luciones, es por tanto, indeterminado, y las ecuaciones son evi-
dentemente la una consecuencia de la otra. 
CAPÍTULO II. 
Ecuaciones de se'undo grado.  
LECCIÓN 68.a  
1 cuaciones con una Incógnita. 
 
460. Toda ecuación completa de segundo grado con una 
incógnita se puede siempre reducir la forma siguiente, ax 2±bx 
±c=o, (t), pero como a puede ser igual á la unidad también 
suele afectar la forma, x 2±bx±c—o, (2) más como en ocasiones 
sin ser a igual á la unidad puede b ser par, de aquí el que se pre-
sente también bajo la forma, ax 2±2b'x-1--c= (3): vamos á ocu-
parnos de resolver la ecuación completa de segundo grado bajo 
cada una de estas tres formas, principiando . por la (t) que es la 
más general. 
Para resolver la ecuación ax 2- 1-bx+c=o; si pudiésemos trans-
formar su primer miembro en dos términos tales, que uno sea un 
cuadro positivo dependiente de x, y el otro sea independiente 
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de x; es claro, que para resolverla nu tendríamos más que pasar 
cl término conocido al segundo miembro y extraer la raiz cuadrada 
de los dos miembros de la ecuación resultante, con lo cual queda 
el caso reducido á resolver una ecuación de primer grado: ahora 
bien, si considerarnos ax 2±bx, corno los primeros términos del cua-
drado de un binomio, el primer término del binomio será evidente- 
mente Va x, y el segundo b^ _ = - b , de suerte que á, 
2 1i S 	 2  1 a 
ax2-4-bx para ser el cuadrado de Va x-}- b , no le falta más 2 l a 
3 
que cl cuadrado de -- --b- ó lo que es lo mismo - 1) - • de modo que 
si al primer miembro de la ecuación propuesta, sumamos y resta- 
r 
mos -rt la ecuación no alterará y la tendremos por tanto tras- 
formada en , ax*±bx+ - L - — —be  +c—o, y como ax'±bx± - 1 '2 
4a 	 4a 	 4a 
Y 
	
3" x+ 2 
bs 	
4a 4- e  _ -- 
 b' 
 4a tac , sustituyendo se 
(Va ^ 	 1 	 t —obtiene , 	 2-7-= bP 
 I i 	 b 4a4ae •o, pasando al segundo  
'l  4a 
miembro 
 
b; —4ac 
 , tenemos 
 (va  4a 
	
b l Y 	 ' —4ac 
+ 	 -----
b
2,a I 	 -----4i 	 ' 
extrayendo ahora la raiz cuadrada de los dos miembros obtenemos  
la ecuación de primer grado, Va x-i- h Z ia 
b' — 4ac 
que ya sabemos resolver, y de la cual Sc obtiene sucesivamente, 
b 	 •fac _ Va—x= _ 
2 ^ " ^ ± ^
% b; —
^ 	 S ci 
—b t 3ba —4ac 
--b± 3 ^ --4ac y por último 
 G I a 
2a 	 (4) • 
Para resolver la ecuación x 2 	 b x -+- c = o, 
guir cl mismo procedimiento, pero es más sencillo  
fórmula (4), que nos da los valores de la incógnita, 
pudi ^ r.u»os se-
sustituir en la 
en.lugar de a la 
b
n 
Vr, Y _4c 
unidad con lo cual se obtiene, x = —bt3
bs —4^ 
— — - 2 i-  
2  
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é introduciendo el denominador 2 del segundo término debajo del  
461. Las fórmulas (4), (5) y (6), que resuelven la ecuación com-
pleta de segundo grado bajo las formas más generales, traducidas 
 
al lenguaje vulgar nos dan la siguientes reglas que nos sirven para 
 
resolver una ecuación cualquiera de segundo grado. 
 
I.a REGLA. La incógnita en toda ecuación completa de segundo 
 
grado de la forma a x2 ± b x -}- c= o, es igual al cociente de 
 
dividir por el duplo del coeficiente del primer término, el coeficiente 
 
del segundo término con signo contrario mas menos la raiz cuadra-
da de la diferencia entre el cuadrado de ese coeficiente y el cuádru-
plo producto de los coeficientes extremos.  
2.a REGLA. La incógnita, en toda ecuación completa de segundo 
 
grado de la forma x2 b x -}- e = o, es igual á la mitad del coe-
ficiente del segundo término con signo contrario mas menos la rais 
 
cuadrada de la diferencia entre el cuadrado de dicha mitad y cl fil-
timo término.  
3.a REGLA. La incógnita, en toda ecuación completa de segundo 
 
grado de la forma a x2 ± 2 b' x c = o, es igual al cociente de 
 
dividir por el coeficiente del primer término, la mitad del coeficiente 
 
del segundo término con signo contrario mas menos la diferencia 
 
entre el cuadrado de dicha mitad y el producto de los coeficientes 
 
extremos.  
EJEMPLOS.  
1.° Resolver la ecuación: 2 X2 — 5 x ± 3 = o, aplicando la 
I a  regla se obtiene x = 5t1/25-24, separando los dos valores y 
4 
b 	 b9 	
(5) radical, se tiene x = — ^ ± 	 4 — c 
Por último para resolver la ecuación a x 2 ± 2 b' x 	 c = o, 
bastará como antes sustituir en la fórmula (4) en lugar de b, 2 b' y 
—2b't34b1-4ac —2b'±21/b' 3—ac 
así tendremos, x= 
	
2a 	 — 	 za 	
, y dividiendo 
—b't3b's—ac por 2 los dos términos de este quebrado x= 	  (6). 
a 
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llamando al primero y al segundo x", se tiene x' = 5+1 = —3 ,  
4 	 2 
" = 5 4 I x 	 — r, que haciendo la comprobación vemos satisfacen la 
ecuación propuesta. 
2.° Resolver la ecuación: x 2 — r o x ± 21 = o, aplicando la 
2. a regla se obtiene x = 5 ± 325-- 21, de donde x' 7, x"=3, va-
lores que satisfacen la ecuación. 
3.° Resolver la ecuación: 5 X 2 ± 8 X — 4 = o, aplicando la 
3. a regla se obtiene x = —41+-1/16+ 20 , de donde x' = 
2  
x" 	 = 
--2, valores que satisfacen la ecuación. 
462. Toda ecuación incompleta de segundo grado con una in 
cógnita puede afectar una de estas formas a x 2 ± c = o, por 
ser b = o, ó bien a x2 + b x = o, por ser e'_—_o. 
La ecuación a x 2 ± c --: o, es pura, y para resolverla basta 
pasar c al segundo miembro, despejar x 2, y extraer la raiz cuadrada 
de ambos miembros lo cual dá sucesivamente, 
a x2 _ — c, X2 = — -` , x = 	 (7) a 	 a 
La fórmula (7) puede deducirse de la (4), haciendo en ella á 
b = o, en la siguiente forma, 
-4ac 	 4ac 	 c X= - _ - 1/-- =i- V ---  
2 a 	 ` 4a2 	 a 
Para resolver la ecuación a x 2 + b x 	 o, bastará sacar x 
factor comun de las cantidades á quien multiplica, lo que nos dará 
x (a x -}- b) = o, y como para que un producto sea cero es preciso 
que lo sea uno de sus factores, tendremos que x=o, y ax+b—o 
de donde x = — 	 , serán los dos valores de la incógnita. Estos 
mismos valores de x pueden obtenerse de la fórmula (4), haciendo 
en ella c = o, en la forma siguiente, 
—b=3b2 X = 2a 
— b +b 	 —b—b— 2b 
= 	  1.1 que nos da x = - 2  a =o, x 2 a = —= = — 
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EJEMPLOS. 
zo I .° Resolver la ecuación: 5x2=20, x=- V — ,, x'=2, x"=-2 5 
2.° Resolver la ecuación: 3x 2 -15x=o, x'=o, x"= 13 = 5 
463. Concluimos de ver que cualquiera que sea la ecuación de 
segundo grado con una incógnita, puede resolverse por la fórmula 
(4), y por tanto que en toda ecuación de segundo grado la incóg-
nita tiene dos valores; una vez que, siempre tenemos que extraer 
la raiz cuadrada de una cantidad y sabemos (346, E.°) que el re-
sultado debe de ir precedido del signo de ambigüedad, por tanto 
nos conviene demostrar: que en una ecuación de segundo grado la 
incógnita no puede lenes raids de dos valores. En efecto, supongamos 
que en la ecuación general de segundo grado con una incógnita, 
a x2 + b x + c = o, x tengan tres valores diferentes, que repre-
sentaremos por m, n y q, si sustituimos sucesivamente estos tres 
valores en la ecuación, tendremos: 
am2 +bm+c—o,an2 +bn ±c=o, aq2 ±bq-i-c=o; (8) 
ahora bien, restando de la primera sucesivamente la siguientes, se 
obtiene: 
a (ms—n=).-1.-b (m--n)=o, a (m 2-0-fb (m—q)=o; 
y dividiendo la primera de estas igualdades por m—n, y la se-
gunda por m—q, se tiene: 
a (m+n)-l-b= o, a (m+q)-}-b=o, 
pero estas igualdades restadas miembro á miembro, nos dan, 
a (n—q)=o, y como n - q no puede ser cero, por ser n diferente 
de q, a tiene necesariamente que ser cero: esto permite escribir 
las dos primeras igualdades (8) en la forma, bm+c=o,  
que restadas dan b (m—n)=0, y como in es distinto de n se tendrá 
también que b es cero y por lo tanto c. De modo que de tener una 
ecuación de segundo grado más de dos raices diferentes los coefi-
cientes tienen que anularse, es decir, que la ecuación no existe: 
por tanto, queda demostrado lo que nos proponíamos. Además de 
la propiedad demostrada de las raices de una ecuación de segundo 
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grado, de ser dos y nada más que dos, gozan de otras dos muy  
notables: 1.a la suma de las raices de la ecuación general ax2t  
b x + c = o, es igual al cociente de dividir el coeficiente del  
segundo término con signo contrario, por el coeficiente del primer  
término; 2.a el producto d: las raices es igual al cociente de dividir  
el tercer término por el coeficiente del primero. En efecto las dos  
raices de la ecuación, ax 2+f.bx- c=o son (4) , —b +t/ bs - 4s^  ^
2a 
— b—3 b2 — 4ac y 
	 qué sumadas y multiplicadas nos dan sucesi-  2a 
vamente, — b+ 3 b2-4ac 	 —b— 3 b9_4uc 	 —2b —b  
2a ± 	 2a 	 2a a 
—b+ 3 b2-4ac 	 —b-- 3 b3 —4ac 
	 b2 —b2 +4ac 
2i 	 X 	 2a 	 — 	 4a2 
4ac 
 — 
_ 
a , 
 conforme á lo que deseábamos demostrar. 4.3 
Si la ecuación en lugar de tener la forma (i) tuviese la forma 
(2) , la suma de las raices sería cl coeficiente del segundo término 
tomado con signo contrario, y el producto de las raices sería cl 
tercer término; por lo cual llamando s la suma de las raices y p 
su producto, y teniendo en cuenta que cualquiera que sea la 
 
ecuación se la puede poner bajo la forma (2) , dividiendo los dos 
miembros por el coeficiente de x 9 : la forma (2) se suele escribir 
también x9+sx±p=o.  
464. Todo trinomio de segundo grado de la forma ax2+bx+c, 
se puede descomponer en un producto de tres factores, uno el coefi-
ciente del primer término, y los otros dos los binomios que se for-
man restando de x sucesivamente las dos raices de la ecuación 
ax 2-1-bx-I--c—o. En efecto, si llamamos x' y x" las dos raices de 
la ecuación ax 2±bx±c=o, dadas por la fórmula (4), tendremos, 
(x—x') (x  --- x") = x 2 —(x' ± x") x - {- x' 1 pero . (463)  x' + x"  
= flU , y x' x"= 
a
-; luego sustituyendo se tie\e, (x — x') 
(x--x")=x2± - 
a^ 
x ± a , y multiPlicando los dos miembros de  
esta igualdad por a , tenemos a (x---x') (x—x") ax lbs +c, que 
 lo que nos proponíamos demostrar.  
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LECCIÓN 69.' 
   
 
Ui,cnsiGn do la ocunctón general con one incognita. 
.165. La ecuación general de segundo grado con una incógnita, 
sabemos que tiene la forma ax2-1-bx±c=o , y que se resuelve 
mediante la fórmula, x= - U • 2a' 2  • 	 ; para discutir pues 
la ecuación, tenemos que ver los valores que toma la incógnita por 
los valores atribuidos á los datos: desde luego si la ecuación ha 
de ser de segundo grado a, no puede ser cero, de modo que a 
tendrá que ser positiva ó negativa,.pero como si fuese negativa se 
podría hacer positiva cambiando de signos á toda la ecuación, se 
deduce, que podemos considerar siempre que a, es positiva y dis-
tinta de cero: no podemos decir lo mismo de b y c, que no existe 
inconveniente alguno en que sean mayores , iguales ó menores que 
cero, podríamos considerar los diferentes casos que resultarán de 
las distintas combinaciones que pueden hacerse según que b fuera 
mayor que cero y c mayor, igual ó menor etc., pero encontra-
mos preferible considerar los tres únicos casos que resultan de que 
la cantidad subradical sea mayor, igual ó menor que cero; puesto 
que los restantes es fácil determinarlos teniendo en cuenta la 
lección anterior. 
I .er CASO. b2-4ac) o, las raices serán reales, positivas ó nega-
tivas, ó una positiva y la otra negativa; comensurables si 13 2 .-4a c 
es cuadrado perfecto é incomensurables en el caso contrario. 
2.° CAso. b2 -- 4 a c = o, las raices serán iguales á 	 , lo 
za 
cual quiere decir que a x 2 -{- b x 	 c es un cuadrado perfecto; 
una vez que si despejamos á c en la igualdad b 2-4ac=o, se tiene 
s 
 
1,2  
c = 4a , por tanto ax`2±bx-f-c se trasforma en ax`2 ±bx± 4 
cuadrado de fea x 	
z(/a , de modo que la ecuación ax 2±bx±c—o, 
se trasforma en ( 3 a x -}- s b -) ( tia x -}- 2 
	
,=o, y como para 
\\ 	 3a 	 1 1 
Z 
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que un producto sea cero es preciso lo sea uno de sus factores y 
 
los dos son iguales á Va x -}- 
 b 
 , tendríamos Va 	
2 V a 
 
= o, de donde x = —b. Esto nos dice también que: para que un 2a 
trinomio de segundo grado sea cuadrado perfecto, es preciso que 
 la 
diferencia entre el cuadrado del coeficiente del segundo término y el 
 
cua.druplo producto de los coeficientes extremos sea cero. 
 
3." CASO. b2 — 4 a c < o, las raices serán imaginarias con- 
—b jugadas de la forma - + i 
y4 	 4aY n9 y za 	 i 
 /4ac- 
 s t^ Y 
	
y 	 as 	 • 
466. Como a no puede ser cero, claro está, que las raíces de 
 
la ecuación general de segundo grado no pueden afectar la forma 
 
CQ, ni 0 : puede sí ser una nula cuando c sea cero, (462), y las  
dos cuando b y c fuesen cero; pues entonces la ecuación se trans 
 
forman en a x 2 = o: cuando ni b ni c son cero y b 2 — 4 a c o,  
serán; (463) las dos positivas y desiguales si c es positivo y b ne-
gativo, las dos negativas y desiguales, si c es positivo y b positivo; 
 
una negativa y otra positiva y desiguales, si c es negativo y 
 
b positivo ó negativo, siendo mayor la positiva si b es negativo, y 
 
siendo mayor la negativa si b es positivo: cuando b 2 — 4 a c = o, 
son iguales y su signo depende de b.  
—b+3 b2 -4ac 
	
La fórmula x = — 2a 	 resuelve todavía la ecuación 
a x2 -}- b x 	 c = o, cuando a es cero, en cuyo caso la ecuación 
 se transforma en la de primer grado b x +- c = o, que nos dá 
x = -T,-; porque si separamos las raices y hacemos a cero tendre- 
-b +b 	 o 	 If 	 -b--1, 
mos, x, = — 	 = —, y 0 	 0 	 0 
que se nos presenta bajo la forma 	 previene de que existe a en 
b 
 
+14) 2 
—
mac 
el numerador y el denominador de 	 , para que esto no 
za 
suceda multipliquemos los dos términos por la conjugada dcl nu- 
merador, y tendremos, — aa` 	 _ 	 2c 	 , hacien- 
2a --b--k b2-4ac' 	 --b- 114-41c 
cero : reales é iguales si sY 
4 
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do ahora a =0, se tiene 	 2c b  — _% como debía de ser, el va- 
for -- CO de x", nos dice, —si hacemos lo mismo con —1)-1'132 	
—4ac 
2a 
Sc transforma en 	 — 4a` 	 _ 	 —2 C 	 -- que á medida 
2a(—h+ 3 h2-4ac) 
	
—b+ 3 b2-4ac 
que a va disminuyendo el valor x" va aumentando y tiene por 11-
mite-00. 
461. PROBLEMAS DE SEGUNDO GRADO CON UNA INCÓGNITA. 
A estos problemas es aplicable cuanto hemos dicho de los de 
primer grado, respecto á su planteo , resolución y discusión. 
1. 0 ¿ Cuál sería la base del sistema de numeración en cl cual cl 
número 402, estuviese representado por 783? 
Llamando x á la base del sistema, la ecuación del plan-
teo sería, 7x2 8x+3 = 402 , 7x2 + 8x -- 399 = o, x = 
—S ± V64+4 . 7 .399 —  —S  ± 1o6 ,de los valores de x, sólo cl 
t4 	 '4 
positivo 7 resuelve el problema teniendo en cuenta cl enunciado. 
2." Dados la suma s y el producto p de dos números, hallar 
esos dos números. 
Llamando x al mayor de los dos números el menor será 
s—x, y la ecuación del planteo. 
x (s--x)=p, x2—sx+p=o, x= `± 	 s2 p. 2 	 4 — 
Esto nos dice que: dos números cuya suma y producto scan 
conocidos son las rattes de una ecuación completa de segundo grado, 
en [que cl coeficiente  del primer término cs la unidad, el del segundo 
la suma con signo contrario y cl término conocido cl producto. 
Los números que deseamos hallar los dos son positivos en la 
hipótesis de que s y p tengan en la ecuación del planteo su signo 
de manifiesto: son reales y desiguales si - 52  -- p es mayor que 
4 
—p es igual á cero: imaginarios y 
s -' desiguales si - - —p es menor que cero. Todas estas soluciones 
4 
son perfectamente aplicables al problema propuesto enunciado, 1 
E t 
I _ _ 
Ey 
• — 1 
A 	 E 3  
a d 	 b 
—I—. 
1: 	 E l 	 B 
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como lo hemos hecho, sin ninguna restricción; nias si en el enun-
ciado establecemos alguna restricción puede suceder, que las solu-
ciones imaginarias y aun las reales no satisfagan al problema. 
 
3. 0 Hallar en la línea recta AB, el punto igualmente iluminado 
 
por dos luces colocadas en A y B respectivamente: sabiendo que 
 
la distancia entre las luces es d, y que las intensidades respectivas 
 
son a y b.  
Para plantear este problema tenemos que admitir que: la  
intensidad de una lu: está en rayón inversa del cuadrado de la 
distancia: principio que se comprueba en Física. Teniendo en 
cuenta este principio, es claro, que si llamamos x á la distancia 
de A al punto, igualmente iluminado, x—d ó d—x será la distan-
cia de B al mismo punto; y puesto que á la distancia t la intensi- 
dad de la luz A es a, á la distancia 2 será a y á la distancia 
4 
x, —x:2 - , de la misma manera la intensidad de la luz I3 á la distancia 
x—d ó d—x, sera (X 	 1id)^ por tanto, la ecuación del planteo 
a 	 b 
es la siguiente, ,  —ï    a(x — d)' = bx', ax' — 2adx x 
ad ± vaY d2 —ad 3 (a--b) 
X — 	  
a—b 
(X—d)Y 
 
+ ad; = bx', (a—b) x' — 2ad x -{- adi = o, de donde, 
_ ad ± ^ ab d2  
a—b (V a * 3 b ) (V/a — V17 ) 3 a  Vb 
d 3 a (3 a t 3 b ) 	 d V a 
En la discusión de este probléma podemos considerar que 
siendo d mayor que cero sea a mayor, igual ó menor que b, y aun 
se podría considerar estos mismos casos siendo d igual á cero. 
I.°  d > o, a > b, el problema tiene dos soluciones: una 
d 	 d 
	
que cl punto es- 
	
 evidentemente mayor que 2 es decir, q 	  
±y n 
• 
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taró entre A y B más lejos de A que de B en E,; lo que está con- 
forme con las condiciones físicas de la cuestión, puesto que, A 
alumbra más que B; otra -----d
-- -- evidentemente mayor que d, 
a 
es decir, que el punto estará á la derecha de B siempre por tanto, 
más lejos de A que de B en E, por ejemplo, lo que también está 
conforme cón las condiciones físicas de la cuestión. 
a 
2.° d > o, a=b , el problema tiene una solución, -- - 
It 
evidentemente igual á t` 
2 
sicas de la cuestión, y el 
medio de d: la solución 
solución conforme con las condiciones fi- 
' 
punto igualmente iluminado sería E punto 
-- 
d
_ sería el infinito que dice (466) 
Y/ b 
que la ecuación del planteo en este caso es de primer grado, y que 
cuando disminuye a aproximándose á b, el punto igualmente ilu- 
minado se vá aléjando cada vez más y tiene por límite el infinito. 
3.° d > o, a < b, cl problema tiene dos soluciones: una 
d 
t -- evidentemente menor que —2 ,  es decir, que el punto 
a 
estará entre A y B más cerca de A que de B en E S por ejemplo, 
lo que está conforme con las condiciones físicas del problema, 
d puesto que A alumbra menos que 13; otra 
dentemente mayor que d, es decir, que el punto estará á la izquier-
da de A siempre por tanto más cerca de A que de B en E, por 
ejemplo, lo que también está conforme con las condiciones del 
problema. 
4.° d =o, 
 a> b ó a< 
 b, las dos soluciones del problema serían 
cero; lo que nos diría no existía ningún punto igualmente ilumina- 
do; puesto que la ecuación del planteo á 
x•L 	 (x— 
b 
d)2 
 se trans- 
formaría en la igualdad absurda á = b  , 
x3 	 x= 
me con las condiciones físicas de la cuestión. 
• 
lo que está con for- 
1 —  
V 
negativa y evi- 
a 
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5.° d = o, a = b, las dos soluciones del problema son cero 
0 
y 	 , la solución cero nos dice que el punto en que se encuentran 
las luces está i gualmente iluminado por ellas, y la - que todos 
los demás puntos de la línea les sucede lo mismo; una vez que la 
ecuación del planteo se transformará en la identidad 
	 = -^ -, 
x 4 	 x Y 
lo que está conforme con las condiciones físicas del problema. 
 
LI:CCIÚN 70.'  
!]cuuoloncs con vurlas lnccígnitus. 
 
468. Toda ecuación de segundo grado con varias incógnitas 
tiene un número indefinido de soluciones, lo mismo que nos suce-
día en las de primer grado; una vez que de una ecuación no se 
puede hallar más que el valor de una incógnita, y si siendo la ecua-
ción de segundo grado se despeja una incógnita considerando á las 
demás como conocidas, el valor de la incógnita despejada será fun-
ción de las restantes incógnitas, á las que dándoles valores arbitra-
rios cualesquiera, nos darán un número indefinido de valores para 
la incógnita despejada, y por tanto, la ecuación tendrá un número 
indefinido de soluciones, que pueden limitarse y hasta no tener 
ninguna si se exige que las soluciones tengan determinadas con-
diciones. 
469. Los sistemas de ecuaciones de segundo grado, son como 
los de primero determinados, indeterminados y absurdos; pero 
para su resolución se necesitan, por regla general, conocimientos 
de los libros siguientes: no obstante si cl sistema determinado no 
tiene más que dos incógnitas, en algunos casos se puede resolver 
con los conocimientos expuestos como vamos á ver. 
Sea el sistema determinado de segundo grado con dos incóg-
nitas. 
a X2 +bx y-}- c y2+d  x-}-c y-{- f —o 
 a, x2 -}- b , x y -F- c, y2 -1- d , x -}- e, y -^ ^f, = o 
fix 
 
i 
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Eliminando el cuadrado de y2  se obtendrá evidentemente 
una ecuación de la forma. 
mx2-1- pxy±gx -}- ry+s—o(2 ) 
que, unida á cualquiera de las dadas, formará un sistema equiva-
lente al propuesto. El sistema asi formado se resolverá despejando 
y , en la ecuación (2) y sustituyendo su valor en la primera de las 
ecuaciones propuestas y se obtendrá así una ecuación de 4.° grado 
en x que, en general, tendrá esta forma, 
Ax4 ±I3x3 +Cx2 + Dx±E—o(3). 
En el caso que una de las ecuaciones sea de primer grado, 
despejando una incógnita en ella y sustituyendo en la de 2.° grado, 
resulta otra de segundo grado que sabemos resolver. 
La ecuación (3) no la podemos resolver solo con los conoci-
mientos adquiridos, sino en ciertos casos particulares: uno de los 
más notables es cuando 13 y D se anulan, pues entonces la ecua-
ción toma la forma de A x 4 + C x2 ± E — o, y se llama bicua-
drada. 
470. ECUACIÓN I3ICUADRADA, es la ecuación de cuarto grado 
que sólo contiene los exponentes pares de la incógnita. 
Toda ecuación bicuadrada se puede reducir, después de pre-
parada á la forma, 
ax4 ---bx2 ±c—o(4) 
Para resolver la ecuación (4) hagamos x 2—y, de donde x4`y2, 
y sustituyamos, lo que nos dará, 
a y2 	 b y + c = o, y = —bt362- 4ac , si sustituimos este valor 
2 a 
de y, en la ecuación x 2 = y, tendremos; 
—b±v b2— 4ac 
	 bi--3b2-4ac 
x- — 
	 2 A 	  , X = ± 	 2a 	 , que nos dá 4 valores 
para x. 
Estos cuatro valores afectan la forma de un doble radical y 
los podemos poner bajo la forma de dos radicales simples (367, E,°), 
cuando b—; - — b2 s a` sea cuadrado perfecto. 
4a 	 4a 
471. VALOR MÁXIMO DE UNA FUNCIÓN, es el valor de la fun-
ción mayor que el inmediato anterior y posterior. 
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VALOR MÍNIMO DE UNA FUNCIÓN, es el valor de la función 
menor que el inmediato anterior y posterior. 
Algunas cuestiones de máximos y mínimos pueden resolverse 
con sólo los conocimientos expuestos, y de ellos únicamente nos 
vamos á ocupar. 
El procedimiento que se sigue para hallar el máximo 6 mínimo 
de una función de x, es igualar esta función á y, se resuelve la 
ecuación que resulte respecto de x, y se ve cuál es el mayor -ó el 
menor valor que puede recibir y, estos serán el máximo ó cl míni-
mo de la función: y el valor que entonces tome x es el que produce 
el máximo ó el mínimo. Así, si nos propusiéramos hallar el máximo 
de la función, A x2 ± B x C, igualando á y tendremos, 
Ax2+Bx±C—y, y resolviendo la ecuación  
—B-±-V133 —4 A(C
— y) se tiene, x = 
	
aA 
El mayor valor que puede tomar y, es el que anule el radical, para 
lo cual 82--4 A (C—y) ; puesto que, si y tomase un valor mayor, 
el radical sería imaginario: deduciendo el valor de y de esta igual- 
s 
dad se tiene, y =  4A 2AB , de donde x = — Á • el menor valor 
que puede tomar y, es el que anule 4 A (C—y); deduciendo pues 
el valor de y de la igualdad, 4 A (C — y) = o, se tiene y = C, de 
donde x = o, x = - A .  Suponemos expresamente en los razo- 
namientos hechos que A, B y C son positivos; si B y C no lo fue-
sen, puesto que A siempre podemos hacer que sea positivo, ten-
dríamos que hacer la discusión correspondiente que no ofrece difi-
cultad y de la que no nos ocupamos; una vez que esta teoría la 
hemos de desarrollar con completa generalidad en los libros si-
guientes. 
172. PROBLEMAS DE ECUACIONES CON VARIAS INCÓGNITAS. 
Estos problemas respecto de cuyo planteo, resolución y discusión, 
nada tenemos que decir, porque en nada se diferencian de los que 
ya llevamos resueltos, los circunscribiremos á lo que hemos ex-
puesto con la mayor concisión posible en esta lección. 
I.° Hallar dos números que el cuadrado de uno sumado con el 
quíntuplo de otro sea igual á 31. 
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La ecuación del planteo, llamando á los. números x é y será 
x2 ±5y=3 1, de donde x=±l/3 1-5y. 	 - 
Dando ahora valores á y tendremos los correspondientes de x.  
Asi para y = 1, se tiene x = ± 1/26; para y=2,x=±V21 ; 
para y = 3, x = ± V16 = ± 4; y así sucesivamente. 
2.° Mallar dos números cuya suma sea 20, y la de sus cua-
drados 208. 
Las ecuaciones del planteo serán, llamando x é y á los núme-
ros; x + y = 20, X2 
 + y2  = 208, de la primera se deduce, y  
= 20 -- x, cuyo valor sustituido en la segunda nos dá, x2 + 
 
(2o— 
± 192 = 0, X2 — 20 X 4- 96 = o, x = io ± 1,/4 , es decir, que  
los números pedidos son 12 y 8. 
3.° Hallar dos números cuyo producto sea 35 y que la suma de 
sus cuadrados sea 74. 
Las ecuaciones del planteo serán, llamando x é y á los nú-
meros; x y = 35, x2 
 ± y2  = 74, de la primera se deduce, y 
= 35--, cuyo valor sustituido en la segunda nos dá, x2 --^ 3Xt = 74, 
de dc. 	 x4 + 1225 = 74 x2, x4 — 74 x2 + 1225 = o, de donde, 
74±5476— 49°° 	  x 	 + \/74±24 ,= 	  _ 	 es decir, que los nú  
2 	 2 
meros pedidos son 5 y 7.  
4.0 Descomponer un número en dos partes cuyo producto sea 
un máximo. 
Sea el número x una de las partes la otra será, a—x, la 
ecuación del planteo tendrá que ser, representando por y, la 
función x (a — x); x (a — x) = y, donde x 2 — ax + y = o, 
a 	
— 
x — 	 4y estos valores serán reales siempre que a 2-4y 
2 
o, de donde y < - 44 ; por tanto, el mayor valor que podemos 
dar á y, es 4   , los dos valores de x serán iguales á 2 : luego, 
Para descomponer un número en dos partes cuyo producto sea un  
máximo, se le divide por dos, y el cuadrado de su mitad es el va-
lor máximo del producto. 
 
^^ ^
x)2 = 208, de donde x2 +400 —40x + x2 = 208, 2 x2 -40x 

